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I 



Nozioni generali. 



1. Rappresentando con X[j;) c n{x) funzioni intere e razionali, ci pro- 
poniamo di trovare il termine generale della serie ricerrcnte in cui si 
sviluppa la frazione: 



( 1 ) 



> (») 
hW ■ 



serie che può volersi ascendente o discendente , vale a diro che debba 
procedere o secondo le potenze crescenti della variabile, o secondo lo 
potenze decrescenti. 

Il principio delle serie ricorrenti, o la divisione indefinita possono 
bastare per calcolare quanti termini si vogliono dello sviluppo; ed, in 
particolare, dalla divisione risulterà lo sviluppo ascendente o il discen- 
dente secondochè il dividendo ed il divisore siano ordinati o entrambi 
per le potenze crescenti della variabile, o entrambi per le potenze de- 
crescenti. Ma questi mezzi sono insudicienti per la ricerca del termine 
genera lo. 

2. Noi ammetteremo por semplicità che la data frazione non contenga 

t 
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parto intera rispetto alla variabile; o, in altri termini, ammetteremo che 
il grado del niimcratorc X(x) sia inferiore a quello del denominatore 
ft(n-). Ciò fa che la serie sia regolare fin dal primo termino, il quale è 
sempre da tenersi conosciuto a priori, perchù in ogni caso i il inozienU 
che si olliene dhideiido il primo termine del munerntore pel primo termine 
del denominatore. Adunque ritenendo che le duo funzioni X{.t) c 
siano le più generali del loro grado, potremo supporre: 

> 

f*(x)==u,-(- x" 

ed allora il primo termine dello sviluppo ascendente sari — , e lo svi- 
ti 1 * 

luppo discondento avrà per primo termine . Inoltre pe’due svi- 

luppi adotteremo le forme seguenti : 



( 2 ) 

(3) 



P, -t-P,x + P.x“-t-...H-P,x"-t- etc: eie: 

|.(x) 



f*(x) X X* 



Si 

X* 



A 



eie: eie: 



e la quistiuue che forma il soggetto delle nostre ricerche si riduco a tro- 
vare le espressioni do’coefficionti de’ due termini generali P.x'c 
vale a dire di P, coefficiente di x" nello sviluppo ascendente, o di coef- 
ficiente di .x"'"*'’ nello sviluppo discendente. Queste espressioni sono 
evidentemente funzioni dell'indice n, numero osscnzinlmcntc intero e 
positivo, e converremo di rappresentare si l’una che l’altra con la no- 
tazione comune F(n). Laonde con questo simbolo intendiamo di espri- 
mere di mia maniera generale il coenicicnle del termine generale dello 
sviluppo della data frazione, qualunque sia la maniera di sviluppo; ma 
in particolare converrà ritenere F(n)=P. ove trattisi dello sviluppo 
ascendente; ed F(n)=Q_, quando sia quislionc dello sviluppo discen- 
dente. 

3. Del rimanente bisogna osservare che le due maniero di sviluppo 
possono farsi dipendere l’una dall'altra, ed in modo semplicissimo. Per 
esempio, ammettendo che sappia trovarsi Io sviluppo discendente di 
qualunque funzione fratta razionale, basterebbe ciò solo per ottenere lo 
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sviluppo ascendente della data frazione. In fatti, mutando nella (2) la* 

. 1 

in - , e poi dividendo i due membri per x, risulta: 




0 quindi si vede che tanto è cercare il coefficiente di x" nello sviluppo 
ascendente della frazione , quanto è cercare il cocfDcicntc di a:"** *' 
nello sviluppo discendente della frazione. 




1 

che si forma dalla prima cangiandovi la x in—, e poi dividendola pera;. 

Si conchiuderebbe nello stesso modo che lo sviluppo diseendente può 
farsi dipendere dallo sviluppo ascendente ; e per ciò non si ha che a mu- 
tare nella (3) la a; in e poi dividere i due membri per x. 

Ciò non ostante crediamo che non sia superfluo di considerare diret- 
tamente c l'una e l’altra maniera di sviluppo. 

i. Un'altra circostanza osservabile si è che lo sviluppo della frazione 
(1) si può far dipendere da quello della frazione più semplice: 



(*) 



1 

t*(*) ' 



Lo sviluppo di questa frazione può certamente riguardarsi come un caso 
particolare del primo, poiché potrebbe dedursene supponendo che nella 
funziono X(x) la costante si riduca aH'unitò, e vi si annullino tutte 
le altre. Ma, inversamente, posto Che sia trovato direttamente quello 
della frazione (4), può subito dedursene quello della frazione (1), non 
avendosi che a moltiplicarlo per X(x). Siano p„ o q^ i coefficienti di x* 




_ 4_ 



e di nc’duc sviluppi ascondente e disccndcnio della fraziono (4); 
possiamo supporre che questi sviluppi siano della forma: 



(5) 

(0) 



i 

P. -^P.s + P.® +...-t-p® -t-.... 

— 7— = 1 H r -f- . ..H . 

/»(*) X X* x’ X * 



Moltiplicandoli per X(x), i due prodotti debbono riprodurre gli analo- 
ghi sviluppi della frazione (1); e ne risulta: 



(7) P,=\P.+\P^,+ \P^.+ ■ ■ .P^-. 

Ecco adunque come i valori di c Q, dipendono di una maniera sem- 
plicissima da quelli p, eq,\ il che ha molto interesse pel calcolo nume- 
rico, imperciocché la ricerca dogli ultimi è, come vedremo, general- 
mente assai più semplice di quella de' primi. 

5. Bi.sogna intanto riflettere che nello sviluppo discendente della fra- 
zione (4), rappresentato dalla forinola (G}, sono necessariamente nulli i 
primi m — 1 termini, perché questo sviluppo deve nel fatto cominciare 
col termino che ha per divisore x~ (n° 2). Ora ciò vuol dire che la fun- 
zione è nulla per tutti gli m — 1 valori dell'indice n da 0 ad m — 2 ; di 
modo che si ha q^=q,=...q_^^=0; c lo sviluppo si riduce ad: 



(a?) XXX X 

Siffatto circostanze non hanno più luogo nello sviluppo ascendente 
della (4), ma si riproducono evidentemente in quello della frazione 



(9) 



X 

7(x) ' 



Distinguendo con p' il cocflìcientc di x" in questo sviluppo, si ha 

pi=p;=pi=--=p;-.=o . 



e sarà quindi: 
x^ 



f(*) 
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Sopprimendo da'due membri il fallorc x“ ' si ottiene: 

i ... . , . 

+---+P,— 

c poiché il secondo «sembro deve coincidere col secondo membro della 
formola (5), si avrà 

p-=p:ì^. • 

Segue da ciò che per ottenere l’espressione di p^, coefficiente della po- 
tenza x' nello sviluppo ascendente della frazione — — , si può cercare 

f.(®) 

l'espressione dip', coefficiente della stessa potenza nello sviluppo somi- 
gliante della frazione c mutarvi la » in n-+-m — 1. 

Avvertimento 



6. Nel corso di queste ricerche occorrendo di rappresentare la deri- 
vata di un’ordine qualunque di una funzione f{x), ci varremo di qualsi- 
voglia delle notazioni ricevuto, ma useremo quella degli accenti in un 
senso alquanto diverso dall’ordinario, riscrbandola esclusivamente a di- 
notare egualmente la derivata, però divisa pel prodotto de’ numeri na- 
turali da 1 fìno all’ordine della derivazione. Adunque scrivendo f 
intendiamo il quoziente che risulta dal dividero la derivata r"'’ di f[x) 
pel prodotto 1.2.3...r; di modo che si avrò generalmente: 



quindi in particolare: 



/'(*)= 



DA*) 

i ’ 



/<'’(*)= 



D7W . 
1.2.3.,. r ’ 



r(*)= 



1.2 ’ 



r(*)= 



DYW 

1.2.3 



otc; 



e la formola di Taylor diverrà in conseguenza: 

fix+h)=f{x) + hf'{x) + h’f’{x) + h'f'{x)+ etc: eie; 

Inoltre adotteremo il simbolo (a), per indicare il coefficiente binomiale 
di rango i-t-1 relativo all’ esponente »; talché sarà in generale: 

/.A _«(«— l)...(»-i-M) 

— nzi — 

e conseguentemente 

(»),= 1 , («). = « , , etc: etc; 
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II 

Forinole e teoremi fondamentali. 



7. Siano a,b,c,... le radici distinte dell’ equazione (<(a:)=0, ed 
a,p,y,.., i loro gradi rispettivi di moltiplicità ; decomponendo la data 
frazione (1) in frazioni parziali, potremo supporre: 

Ma)_ A A , A,_. 

(»(x) (x— a)* (I — a)* ‘ “■ I — a 

. B. . B. . . 

(x — C)>'^(x — £)>'-• ^ ^X — C 

•+■ eie; etc: eie: 



e le costanti A^, saranno definite dalle formole: 



(8) A,= 



D* 



1 ( 0 ) 



1.2,3. ..i (.‘‘>(0) ’ 



B,= 



ly 



j{b) 



1.2.3.,.» 



etc: etc: 



Posto ciò, siccome Io sviluppo della frazione proposta equivale alla somma 
degli sviluppi analoghi di tutto le frazioni parziali, ne segue che i valori 
di P, e sono uguali il primo alla somma de' coefficienti di x' nc'loro 
sviluppi ascendenti, ed il secondo alla somma de' coefficienti di 
ne' loro sviluppi discendenti. Ora converremo di indicare con 1\,, la 
somma de’ coefficienti di x' negli sviluppi ascendenti delle sole a frazioni 
dovute alla radice a; con P.,jla somma analoga per le ^ frazioni dovute 
alla radice b ; o cosi per le altre. In questo modo P,^, P.^, P,^, etc: dino- 
teranno le parti di P.provvcnicnti rispettivamente dalle radici a,ò,c, etc:, 
parti che diremo elementi di P,, e si avrà: 

' P.=P,.,-t-P..»-l-P,.,-t- ole: etc; 

Uniformemente scrivendo Q,_, Q^, etc: per rappresentare gli cle- 

menti di {}, dovuti allo radici a, b, e, etc;, avremo: 



Q.=Q.,.-t-Q.,.»H-Q..,->- etc: etc: 

Pertanto è chiaro che la ricerca di P^ e (J, va ridotta a quella de’ loro elo- 
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incDti j ed a tale ofi^etto preveggono lo Tormole ed i teoremi che passiamo 
ad esporre. 

8. Ed in primo luogo considereremo gli elementi di Q,, perchè mani- 
festano caratteri alquanto più semplici. Ora l’elemento _ rappresenta, 
per ipotesi, la somma do’ coefficienti di negli sviluppi discendenti 
di tulte lo a frazioni dovute alla radice a; da un'altra parte essendo in 
generale : 

(I— Av- 
vediamo che nello sviluppo discendente di questa frazione la potenza 
a:"*””’ ha per coefficiente : 

r(r+l)(r+2)...(n-l)n 
t.2.3...(n-r-fl) “ ’ 

ma il fattore frazionario , scrivendo il numeratore in ordine inverso di- 
viene 

n(n— l)...(n — r-h2j(n— r+1) ...(r-i-l)r n(n— l)...{n— r+2) 

t.2...(r— l)r...(n— l•J(n— r+1) 1.2.„(r— 1) 

dunque l’espressione del detto cocfficienlo si riduce ad ; 

n(n— l)...(n— r-(-2) v.,. 

1.2...(r-i) “ 



Questa espressione, ponendovi r=l ,2,3,...,«, dà i coefficienti di 
negli sviluppi discendenti di tutte le frazioni provvcnienli dalla radice a- 
e perciò l’elemento sarà definito dalla forraola: 



(9) 



• n(n— l)...(n— r-l-2) , 
7" i.2...(r-i) “ 



■A. 



la quale, mutatis mutandis, vale anche ad esprimere gli altri elementi 
0 , 1 . Q,,. etc.; ed intanto possiamo rappresenlaro il valore di scrivendo 



- n(« -1).. (n-r+2, 

^ -7' 1.2...(r-l) *• 



a patto che la novella somma sia estesa a tutte le radici distinte dell’e- 
quazione f<(a!}=0. 

!). Con un metodo presso a poco identico si possono determinare gli 
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clomcnli di P,, c quindi la stessa In fatti l’elemento P,_^ risulta dalla 
somma dc’cocOicicnti di a;* negli sviluppi ascendenti di tutte le x frazioni 
dovute alla radico a. Ora essendo; 



K-, 

(x-o)' 






A,., 

a' 



è manifesto che nello sviluppo di questa frazione la potenza x" ha per 
coefficiente : 



(-1)' 

che si riduco a: 



,r(r+1)...(n— l)n( n4-l)...(r+n— d) A, 
1 .2,..(r— l)r(r+l)...n a"' 



/ ,„ (>t+l)(n4-2)...(n+r— 1) A,^ . 

' ' 1.2...(r-l) 0 -' ’ 

ed in conseguenza, come nel caso precedente, si hanno le due formole: 



(IO) 



Tj A._, 

1) 1.2...(r-l) o-' ’ 

p — VV - + K-. 

•”‘'7'' ' 1.2...(r-l) o"' ’ 



nell’ultima delle quali la seconda somma deve, come prima, estendersi 
a tutte le radici distinto dell’equazione n(a;)=0. 

10. Le espressioni di Q;, _ e P^_^ sono suscettibili di una interessante tra- 
sformazione. Siccome la funzione ii{x) è divisibile per (.r— o)“, dinotato 
il quoziente con fl(x), sarà; 



(*(x)=(x-o)*e(i) : 



quindi f«‘*'(a)=(ì[a) ; e per le formole (8) si avrà; 






_ (— l)(«-2)...(«-r-t-l) .. ^1 . 

- ~ 1.2..,(«-1) 



1.2...(«— r) 0(0) 1.2..,(«— 1) 0(o) 

in conseguenza di che le espressioni di e P^^ divengono ; 

1 






i.2...(.-i)-r 






,_.(»(«-l)...(»-r+2)a— )(D-'Jg-J) 






(n-^-^)(n-^-2)■..(n-^r— t) i 






Esaminando i tre fattori che in ciascuna sono messi in evidenza sotto il 
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segno j; , si vedrà che nell’una e neU'altra il jirimo Fattore è il coefficiente 
liinomialc di rango r relativo all'esponente » — 1, od il terzo è la derivata 

dell’ordine « — r di 7^. In quanto al secondo fattore è chiaro che nella 

prima esso è la derivata deU’ordine r — 1 di a', mentre nella seconda ò la 
1 

derivala dcirordineistcsso di Dunque, per un teorema conosciuto, le 
due sommatorie equivalgono rispettivamente alle derivate deirordine a — 1 
de’ d uc prodotti X . 0 X ® perciò lo due formolo prece- 
denti si traducono nelle altre più semplici: 



(11) 

( 12 ) 



0 ,..= 



1 



1.2...(«-t) 



0 ( 0 ) 



P..= 



—1 

1 . 2 . ..(«-!) 



p— 

0 ( 0 ) 



1 1. Queste ultime forinole conducono ad osservabili conseguenze. 
Considerando la prima, porremo; 



(13) 

c si avrà : 



fio) 



0 ( 0 ) ’ 



Q...= 



D*'7(o) 

1 . 2 ...(«- 1 ) ' 



0, più semplicemente (n° G) 

(li) Q,..=r-’(o) • 

Ciò premesso, dinotata con t una variabile, la (13) potrà mutarsi in; 



(15) 

c siccome: 






f{a+t) = na)-k-tr{a)+t'rio)-h...+t^’f'-’\a) + ... 

risulta che il valore di coincide col coefficiente di 1“"' nello sviluppo 
in potenze ascendenti di t di f{a-i-t), o meglio del secondo membro 
della (15). 

s 
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Se poi si considera la formola (1^), poslo: 



si avrebbe : 

ed inoltre: 
( 10 ) 



f(a+t) = 



l(o+t) 



Ha+t) 



(a+t)--> ; 



e quindi sì concbiudcrebbe, come poc'anti, che il valore di coincide 
col coefBcientc di t“‘* nello sviluppo ascendente del secondo membro 
della (16). 

Adunque, riassumendo queste concbiusioni , possiamo enunciare il 
seguente teorema: 

Data la frazione , sia (x — a)* «n fattore multiplo di /s{x}, e 9(x) il 

fattore complementare. Poslo ciò, l' elemento di Q dotalo al primo fattore, 
ossia la parte che esso attribuisce al coefficiente di i"*" ” nello sviluppo di- 
scendente della data frazione , sarà uguale al coefficiente di t“"' nello svi- 
luppo ascendente delta funzione : 






E ^elemento di P. dovuto al detto fattore, o la parte che attribuisce al coef- 
ficiente di x” nello sviluppo ascendente della medesima frazione , preso col 
segno contrario , sarà ancora uguale al coefficiente di t“"' nello sviluppo 
ascendente della funzione ; 



9(0+1) 



( 0 + 1 ) 






12. Questo teorema si può tradurre in formolo scrivendo: 



Q...= coefr.f-in,^g^|(e+t)- . 
P.„ = -coetr. t- i„^-|^(o+t)-<-': . 



a patto cho le funzioni che flgurano no’ secondi membri s'intendano ivì- 
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luppate secondo le potenze crescenti di t. Intanto in rapporto a questi 
sviluppi dobbiamo osservare che non è già che faccia d' uopo di trovare 
i loro termini generali, ma solo i loro primi » termini, eh' è sempre age- 
vole di calcolare direttamente co' mezzi ordinarii di moltiplicazione e di- 
visione. Questo calcolo si può regolare in vari! modi ; per esempio si può 
moltiplicare lo sviluppo della funziono X(a+() per Io sviluppo dell’ una 
o dell'altra potenza ((H-f)', o dividero il prodotto per lo svi- 

luppo della funziono 6(o-f-<) ; oppure si può sviluppare il quoziente 
e moltiplicarlo per quel prodotto ; od ancora si può dividero 
X{a-i-f) per d((H-t), e moltiplicare il quoziente per la delta potenza, la 
quale nel calcolo numerico va sempre meglio impiegata in ultimo luogo, 
a causa dell'esponente n, che vuol tenersi indeterminato. 

Però, comunque si operi, siccome il punto obicttivo del calcolo ò il 
coefficiente di si terrà presente che tanto gli sviluppi parziali delle 
funzioni X(o-l-l), 6(o-(-<), (o-t-()", quanto lo sviluppo di un 

loro prodotto o quoziente, può limitarsi ai primi a termini, e quindi ar- 
restarsi al termino in riuscendo inutili i termini di grado superio- 
re. In conseguenza, adottando pe' coefficienti binomiali la notazione già 
convenuta (n°6j, sarà lecito di scrivere 

Q, ,,=coBf. **■' in 
>(o)f 






P. coef. t* 



13. In particolare, soa=l , vale a dire se a è radice semplice, in cia- 
scuno dc’polinomii che figurano in queste formolo non dovrà ritenersi 
che il solo primo tcrinioo; e perciò si ha in tal caso: 



Q 

«(“) 



P =-M„h 
0(a)“ 



ovvero, tenendo presente che 9(o)=(z'(a) (n" 10): 

.Ma) 



Q,..= 






P 

H'(a) 



li. 11 teorema del n* 11 si può rendere più esplicito intruducondo in 
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luogo della funzione 6 la stessa funziono iniziale tt. Essendo a radice 
multipla di grado a dell’ equazione ^i(ar)=0, per x=a si ha 



e perciò: 



p(o)=(.'(o)=p'(a)=...=(*'— ’(o)=0. 

Inoltre, siccome pi(<E)=(x — a)‘6{x), posto a:=o-t-<, risulta : 



j»(o-M)=r*e(a+t) ; 

e ne segue che i polinomii n(a-t-<) e 6(o-|-t) non differiscono che pel 
fattore t*, comune a’ termini del primo ; di modo ohe si avrà identi- 
camente: 

e quindi: 

^'•>(o)=«(a) , p'-'(a)=«'(a) , K* ' (o)=e'(o) , 

È chiaro dopo ciò che gli sviluppi delle due funzioni : 



>(o-M) 

9(a-M) 



(o+»r 



e 



>(o-M) 

(‘(“+0 



(«•+-«)’ 



hanno i medesimi coellìcienti; però, mentre il primo ha solo potenze po- 
sitive di t, nel secondo i primi > termini sono affetti dalle potenze 

111. 

— , prn>'". ~ i guisa che il termine di rango », che nel primo è 

i 

moltiplicato per f*"*, nel secondo lo è per Altrettanto avviene negli 
sviluppi delio due funzioni : 



e(o-i-«) 









(o-H)— •' 



ed in conseguenza il teorema del n° 11 si inodifìca come segue: 

Data la fratione sia (x — a)' un fattore di f*(x). Posto ciò, consi- 
fi{x) 

dcrando i due stiluppi discendente ed ascendente detta fraxione proimsta , 
ta parte attribuita da quel fattore al coefficiente di x"'" * , e quella attri- 
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buita al coefficiente di x", preta col legno contrario, sono rispettivamente 

i 

ugnali al coefficiente di — negli sviluppi ascendenti delle due funzioni : 



>(g+») 

fia+ti 



(o+J)” 



e 



>(g-H) 



(o+f)' 






15. Il teorema eosl presentato palesa subito una proprietà, che è di 
nfolto interesse nelle attuali ricerche. Siano a o à due distinte radici 
dell’equazione c e i corrispondenti elementi di Q,; sarà: 



Q,„=coef.iinJg^J(a+«r 






Ora, posto clic a c fi siano i gradi di moltiplicità delle due radici, si ha 

e quindi si vede che le espressioni di c sono, in generale, fun- 
zioni dissimili delle radici a e 6; ma la cosa muta di aspetto se sono uguali 
i loro gradi di moltiplicità; vale a dire se »=fi. Allora in fatti abbiamo: 

ed è manifesto che in tal caso lo espressioni di c si mutano l’una 
nell'altra mutando o in à; o viceversa. E poi ben chiaro che ha luogo 
la stessa proprictò a riguardo dello espressioni di e quindi ri- 

sulta il teorema che segue ; 

ite) 

Nello sviluppo (Uicendente o ascendente della frazione le parli del 

coefficiente di din', domite a due distinte radici dell' equazione yi[x)r=:d), 

sono funzioni simili delle stesse radici, quando sono uguali i loro gradi di 
moltiplicità. 

IG. Si è già osservato che i valori di e si possono ottenere divi- 
dendo X(a-H) per 6[a-\-t), e cercando il coefficiente di /*"* nel prodotto 
del quoziente per la potenza (a-f-f)" o per l’altra (o+t)"'"’'. Ora è noto 
che i coefficienti de’ primi «termini di quel quoziente equivalgono ai nu- 

>(x) 

meratori dello « frazioni parziali di , dovute al fattore {x — a}' di 
is{x), vale a diro alle quantità designate con A„,A c quindi 
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risulta il seguente teorema , che porge ad un tempo lo sviluppo in serie 
della data frazione, o la sua decomposizione in frazioni parziali. 

> 1 ®) 

Dola la frazione — — a)“«n fattore di e 9(x) il fattore 

comjdcmentare. Dividendo X(a-t-t) per 9(a-t-t) i coe/ìicienti de'primi * ter- 
mini del quoziente saranno per ordine i numeratori delle » frazioni par- 
ziali della data frazione , aventi per denominatori le potenze decrescenti 
{x — a)*, (x— X— a. 

Inoltre, se il quoziente si moltiplica per lapotenza (a-l-t)" o (a -f-t)'^""'\ 
il coefficiente di t*”' esprimerà la parte attribuita dal fattore (x — a)* al 
coefficiente di nello sviluppo discendente della frazione proposta , o a 
quello di x" nel suo sviluppo ascendente. 

-\dunque, secondo questo teorema, il valore di sarà il coefficiente 
di /*"' nello sviluppo del prodotto: 

X[a—+(«).a— t+(n).a‘-«V...+(n),_.t— lo'—' 

ed il valore di P,., sarà pure il coefficiente di /*"' nello sviluppo dell’al- 
tro prodotto : 

e si ha in conseguenza 

(17) Q...= [l")*-.A.-t-(n)..,A,a+(n),..A.o’-(-...-(-(n).A,_,a‘-']o'-*-', 

(18) P. _ =_[(_„_l)^,A,-l-(-n-l)_.A.a-i-. ..-l-(-n-l).A^.o— . 

Egli è facile a riconoscere che queste espressioni di Q,_e P^__ coincidono 
con quelle che risultano rispettivamente dalle formale (9) e (IO); ma 
esse acquistano maggiore importanza pel signidcalo che ricevono dal teo- 
rema attuale. 
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III 

Osservaxioni sul calcolo delle coslanti che entrano 
nelle forinole precedenti. 



17. Per lo applicazioni dello formolo fin qui stabilito crediamo di 
aggiungere alcune osservazioni relativo al calcolo dello costanti A„, 
A,, . . . A^,. Si è già detto che i valori di queste quantità equivalgono 

a’ coefficienti de’ primi * termini del quoziente i talché si ha. 









avendo per semplicità soppresso la lettera a sotto le caratteristiche di 
funzioni X e 6. .Ma quindi si ottengono le a equazioni lineari: 

1 =A,9 

y =x,r +A.9 

r =A.«' -t-A.«' -|-A,!l 



le quali danno facilmente l’uno dopo l’altro i valori dello a costanti. 

Intanto il valore di una costante qualunque si può esprimere imme- 
diatamente con una formola convenientissima al calcolo numerico. In 
fatti, risolvendo le equazioni per determinanti, si ha dapprima: 




. 0 X 

. 0 V 

. 0 »' 



J(_l) 5!.-!) _ 5 jlr-i) 

j>) jl'-i) st—*) _ 8' >('> 
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ma , se si ponga : 



V 


e 0 


. 0 


0 


tf 


ty 0 


. 0 


0 


h” 


ry ty 


. 0 


0 


grj-i) 




. V 


9 






. 6' 


6' 



c si sviluppi il primo determinante secondo gli elementi dell’ ultima 
verticale, si avrà evidentemente: 



( 19 ) 






Questa roriiiola, nella quale si ha 1 , porge i valori di tutte le co- 
stanti ponendovi successivamente r=0, 1, 2, etc; o si ottiene in tal 
guisa : 




etc: eie; etc: 



Disugna inoltre osservare che i determinanti i quali entrano in que- 
sto formolo, attesa la loro forma speciale, possono essere rapidamente 
calcolati , ed in diverse maniere. Ma nella pratica giova far dipendere 
questi calcoli dalla formola seguente : 

formola cui subito si perviene sviluppando il determinante secondo 
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gli clementi della prima verticale. Ponendovi «=1 , 2, 3, ete; risultano 
lo formole 

a, =9' 

4,=9'4,— 69' 

4, = 9'4,— 96'4,+ 6V 

A, = 9'4,— 96’A,+9'0"4,— 6V” 

A, = 6’Aj— 69"4,-(-6'0”A,— 6’0"A,-(-9'!?' 
etc: etc: eie: 



le quali definiscono con molta semplicità l’uno dopo l'altro i valori di 
tutte le quantità A,, A,, A,, eie. ; e si avrebbe ancora esplicitamente; 



A, = 9' 

4.=9'*.~99' 

A,=9'‘— 266’6”+9’6" 

A, = 9'*— 366”9"4-9'(26'9"+.9'’)— 9’9" 

A =e'’_*69'’9'4-39'(9'V-i-9'6*')— 26’(9'9"-)-9'9")+0*6’ 
etc: etc: etc: etc; 



ma pel calcolo numerico sono da prcTcrirsi le formole che precedono. 
18. E stato osservato che lo sviluppo della frazione può in ogni 

caso farsi diirenderc da quello della frazione . Ora per le frazioni di 



questa forma le espressioni dello costanti .\^ divengono semplicissime. 
Allora, infatti, essendo X(.r)=l, si ha X=l, X'=0, X'=0, eie:; quindi 
la formula generale (19) si riduce ad: 



e ne risulta ; 



A,=(-ir^ 




La semplicità di queste formole conferma la convenienza di far di> 
pendere nelle applicazioni lo sviluppo di ^ da quello di ; ed in- 



3 
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tanto in rapporto airultima frazione le espressioni di (i, e I*, saranno de- 
lìnilc da: 

(ÌO) 

[(").. .4— 

P = 
til) 

- »+...+ (-l>-(-n-t).^o— ]a ’ 

in. Ne’rasi più roniuni , come sono quelli di s= 1 , S, 3, etc, queste 
forrnole si traducono nelle seguenti: 






Q,..= 






Ù f.' 



«=2 



f 0, .. = - (n). ^ 0 + («). 4f a*] 



infn— i) 1 V" — vr -i , - 

jp ..,= -[(-» ^ -^“'.1 



K cosi di seguito. 

20. Aggiungeremo ora alcune osservazioni riguardo ai calcolo delle 
quantitù figurate da 6, d', 0', etc: , le quali esprimono i valori che pren- 
dono per o'=a la funzione 6{x) e le sue successive derivate, divise per 
1, 1.2, 1.2.3, eie:, ed equivalgono ai coeflìcienti dello sviluppo di 
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0(a-4-f); 6 j) dino(an(io inoltre il quoziente della funzione /z(.r) divìsa 
pel suo fattore multiplo («' — a,% di modo che: 

ii(x} = (s— o)'«(®) . 

Questa fomiola, mutando la ic in «-)-( diviene: 

e dimostra che gli sviluppi delle due funzioni ii{a+t) e hanno 

i medesimi cocflicienti, fatta astrazione nel primo da'primi x termini, che 
sono nulli (n’il). Adunque, per a\"crc questi cocflicienti, è indifferente 
che si sviluppi l’una o l’altra funzione; ma avuto riguardo alla scmpli- ' 
cità del calcolo, sarà da preferire il primo sviluppo, se il fattore {x — o)* 
si trovi implicito nella funzione n{x)\ c converrà preferire il secondo, se 
questa funzione si abbia nella forma [x — a)'* fl(x). 

31. In diverse applicazioni la funzione /z(x) è data come un prodotto di 
più fattori. In questi casi sarebbe scegliere una cattiva via se si comin- 
ciasse dallo ctTcttuarc il prodotto; ma invece bisogna, in generale, pri- 
ma sviluppare i fattori secondo le potenze crescenti di I, mutando in cia- 
scuno la X in a+<, e poscia moltiplicarli Ira loro; non perdendo di vista 
che qualunque sviluppo vuol’essere limitalo al termine in<*~‘, supposto 
già separalo il fattore /*. Un esempio servirà meglio a dichiarare il pro- 
cedimento per tutti i casi. 

Supponiamo : 

;»(x)=(x -l)(x'— l)(i"— l)(x*— 1) . 

In questo esempio può subito porsi in evidenza la natura dello radici del- 
l'cquazionc fx(x)=0, perchè la funzione si trasforma evidentemente in: 

fi(x)=(x—l)‘(x“-|-x+l)’ (*'-(-** -l-x*-(-x-i-l)(x’-t-l) ; 

e ne segue che l’equazione ha una radico quadrupla razionale uguale 
ad 1 ; ed inoltre due radici doppie, che sono quelle deH'cquazionc 
1 =0 ; e sette radici semplici, quattro appartenenti all’ equa- 
,T*-+-x'-(-x*-|-a:-H 1 =0, c tre all’altra x’-t-l=0, una delle quali è an- 
cora razionale ed uguale a — I. 

Considerando dapprima la radice quadrupla 1, essendo «=4, sarà: 
f.(l+l)=l*6(l-n) ; 

e trattasi di calcolare i valori delle quattro quantità 9, 9', 9", 9", c per- 

W 
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ciò i soli primi qunttro (eroiini dello sviluppo di 0{1 -+-<). Ora, cam- 
biando immediatamente la x in 1-f-t nella forma originaria della data 
funzione, si ha: 

P(l-H) = [(t-H)-1] [(1 +-0-1] [(l+O-l) : 

uia sviluppando i fattori, ciascuno diverrà divisibile per (; e però sepa- 
rando questo divisore, e limitando gli sviluppi a’terinini in V, verrà: 

e sarà in conseguenza: 

6(l-M)=-5(3-t-3r-f-O(f4-2t+2(*-(-t’)(0+-t5t+20l'-t-15(’)-(-.... 

In line, sviluppandoli prodotto, senza mai tener conto de’ termini di 
grado supcriore al terzo, si ottiene con calcolo semplicissimo : 

0(1 4 ()=5[18 4-90t-t-273t’-i-286<*-(-....] t 

c quindi in rapporto alla radice quadrupla 1 risulta: 

0=5.18 . »'=5.99 . «'=5.273 , «”=5.486 . 

Passando a considerare le radici doppie, vale a dire le radici dell'e- 
quazione x'-hx-\-i~^, se s'indica con a una di queste radici, sarà: 

j*(a -M) = t’ 0 (o-t-t) ; 

e qui trattasi di calcolare i primi due termini dello sviluppo di 9{a+0' 
.Mutando nella data funzione la x in abbiamo : 

^(a-H)= [(o-l-t)-lU{a-,t)'-i] [(a-l-t)'-ll 

Ora, prima di sviluppare i fattori osserveremo che, essendo o*-HH-l=0 , 
e quindi o’-|-a"-Hi=0, se si prenda la differenza di questo due equa- 
zioni, verrà a’=l ; e sarà di seguito o*=o, o’=o’,a'=l, etc:; di modo 
che la ipotesi di o radice dcH’equaziono x*-+-x-|-l=0 mena alla conse- 
guenza che dagli esponenti delle potenze di a è lecito di sopprimere 
lutt’i multipli di 3; ed è cosi per esempio che si avrebbe a'*=a’=a*=a. 
Ciò premesso, essendo a’=l ed a*=l, è manifesto che, se si svilup- 
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pano i quatlro .fattori , il terzo ed il quarto diverranno divisibili per t. 
Adunque messo da parte questo divisore, o limitando gli sviluppi a'ter- 
mini di primo grado in (, si avrà: 

(.(o+l) = l’[((o— l)+0(3o’-f3ot)((a’— l)+6o‘l)(0o’+15a‘()-t-....J ; 

e quindi, riducendo gii esponenti di n col principio dichiarato, risulterà: 

e(o-H)=Ga* [((o— D+t) (a+t) ((o’— D+5ot) (2o+5()] -h . ... 

A questo punto svilupperemo il prodotto; e però, limitando sempre il 
calcolo a’ termini ‘di 1° grado in t, c continuando a ridurre gli esponenti 
di a, verrà: 

6 (a+<)=- 9 [(2o*-4o+2) + (17oV9o— 20) t -h ...] 
e sarà in conseguenza: 

9=— 9(2o*— *0+2) , 9’=— 9(17a*+-9o-26) . 

Queste due espressioni possono ridursi al 1“ grado mediante l’equazione 
o‘+a-t-l=0; c cosi aggiungendo rispettivamente ad esse lo quantità 
nulle (2<i*-|-2o+-2) e 9{17a*-+-17a-t-n), si avrà in fine: 

s=9.6o . «'=9(8o+43). 

In quanto alle radici semplici per ciascuna si tratta sempre di cal- 
colare la sola quantità 6. Ora, in generale, questa quantità si può otte- 
nere con una regola semplicissima, in fatti per ogni radice semplice 
dell' equazione pi(a')=0 si ha 6 = 1 *', e quindi è chiaro che, per avere il 
valore di 6 basta porre la radice che si considera invece di x in tutti i 
fattori della funzione ad eccezione di quello dal quale la radice 
trac origine, sostituendo poi a questo fattore il valore che prende la sua 
derivala per la stessa radice. 

Cosi nell' esempio proposto, se si dinota con b una dello quattro ra- 
dici dell’equazione x*-t-a’-t-«*-l-a:-l-l=0, siccome questo radici dipen- 
dono dal fattore x’ — 1 , si ha immediatamente: 

o=5b‘{b-t)(h’~l)(b'— 1) . 

Ma questa espressione, stante Tequazione 4‘-t-ò'-l-è*-l-à-|-l==0, può es- 
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sere ridotta a grado inferiore al 4 °; e la riduzione si farà molto più fa- 
cilmente osservando che b è una radice dell’equazione binomia a;'=l; 
e che perciò dagli esponenti delle potenze di a; è lecito di sopprimere 
tutt’i multipli di 5. Quindi si ottiene immediatamente: 

Parimenti , chiamando c una delle tre radici semplici dell' equazione 
,t’-)-1=0, la quale trae origine dal fattore x* — 1 , avremo: 

Questa espressione, essendo c'-t-l =0, è riducibile a grado inferiore 
al 3". Inoltre essendo c radice dello equazioni binomie x'-(-l=0 ed 
.r‘ — 1=0, segue dalla seconda che dagli esponenti dello potenze di c 
si possono sopprimere i multipli di G; e, dalla prima, che è anche lecito 
di sopprimerne i multipli di 3, purché si cambii il segno alla potenza 
ridotta, quando il multiplo soppresso è di ordine dispari. In questo modo 
il valore di 6 si riduce a: 

5 = 12(2c*— C4-1) . 



IV 

Metodo pel calcolo effettivo de’ coefficienti dei termini generali. 

22. Abbiamo fin qui diverse espressioni dell’ elemento di Q, o P, do- 
vuto a qualunque radice dell’equazione /a(x)=0; ed in ogni caso la 
somma di tutti gli elementi darà respressiono istcssa di Q^ o di P^. Però 
queste espressioni, dipendendo dalle singole radici, sarebbero poco utili 
nelle applicazioni , se non si avessero de' mezzi agevoli da tradurle in 
numeri; ma ora ci proponiamo di mostrare che i loro valori si possono 
facilmente ottenere per mezzo delle somme delle potenze simili delle 
radici di una o più equazioni. 

Questa ricerca è fondata sulla seguente conosciuta proposizione C). 

• Ogni funzione fratta razionale di una radice di una equazione è equi- 
« valente ad una determinata funzione intera della stessa radice , di 

{’) V StftriET, Court d'Al^eh- Sup. (2* éd.) pag. 38, e la nota io line delta presente memoria. 
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li grado inferiore, e generalmente inferiore di uno, a quello dell’equa- 
zione. 

Dinotiamo eon a una radice dell'equazione: 

f{x)=k,-hk,x+k^'+.,. + k,x"=0 , 

e siano ^(o) e funzioni intero e razionali. In virtù del principio ri- 
cordato la funzione fratta si potrà trasformare in una funzione intera 
-à(o) 

di o di grado r — 1 , e quindi sarà lecito di supporre: 

= A<”-+- A'o + AV-4- . . . -f- A''-”o^' 

+(“) 

Per determinare le costanti \°, A', ctc. si osserverà ohe questa egua- 
glianza, 0 l'altra: 

r(a)=(A*-l- A'a + AV-h . . . 4- Af'-''a'-‘)i^{a) 

deve sussistere se in luogo di a si ponga qualunque altra radice del- 
l'equazione f{x)=0i B perciò l’ultima equazione in a sarà verificata 
da r valori. Ora questa equazione è di grado superiore ad r — 1 ; ma bi- 
sogna riflettere che, mediante l’equazione: 

^(<i) — à.o ^>0 4-...4-à.u Ò 

le potenze a', a'", etc: si possono esprimere io funziono dello puteozo 
di grado minore di r; di modo che la detta equazione si potrà ridurre al 
grado r — 1 , c conscguentemente alla forma: 

K,-f-K,o + K.oV...-+-K^,a'-‘=0 . 

nella quale i cocflìcienti sono funzioni date lineari delle r costanti A°, 
A',... , A''"’. Intanto questa equazione di grado r — 1 , dovendo essere 
soddisfatta da r valori di a, ò necessariamente identica; e da ciò risul- 
tano lo r equazioni lineari 

K=0 , K,=0 , K.=0 K._,=0, 

le quali determinano completamente le r costanti. 

E da osservare che il ragionamento più non regge se il valore di a, 
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che si suppone radice dell'equazione f[x) = 0, annulla il denominatore 
^(n} della data frazione. Dunque, perché la trasformazione sia possibile, 
si richiede che questo denominatore non sia annullato da alcuna di quelle 
radici; e ciò vuol dire, in altri termini, che le due funzioni f[x) e p(x) 
debbono essere prime fra loro. 

23. Tornando al soggetto delle nostre ricerche per considerare la qui- 
stiune in tutta la sua generalità ammetteremo che la funzione /x[x) si 
possa risolvere in più fattori razionali primi tra loro, e supporremo; 

Kx)=x:x»xr.... 

dove a, /3, V, etc: figurano numeri interi e positivi, ed X^, X,, X^, ete. 
funzioni intero qualunque, delle quali dinoteremo rispettivamente i gradi 
con a', ò', e', etc. Inoltre, ritenute disuguali le radici delle equazioni 
X^=0, X,=0, X^=0, etc: chiameremo a, a., o,; etc: quelle della prima; 
li, b,, b„ eie. quelle della seconda; e cosi di seguito. 

Ciò premesso osserveremo che le quantità designate con a, a,, 

mentre per ipotesi sono radici semplici dell’equazione X,=0, sono poi 
anche radici dell'equazione |z(a!)=0, ma tutte multiple di grado a; e 
perciò le espressioni degli elementi corrispondenti di F(n) (V. il n°2) 
saranno funzioni simili delle stesse radici. Ne risulta che la somma di 
questi elementi è una funzione simmetrica delle radici dell’equazione 
X^:=0, e sarà quindi esprimibile razionalmente per mezzo de'suoi coelfl- 
cienti. Per brevità distingueremo siffatta somma col nome di componente 
della funzione F(n) relativa al fattore X“, e la rappresenteremo con 
ed uniformemente dinoteremo con \Vj la componente relativa al fat- 
tore Xf ; con \\\ quella relativa ad XJ^, etc; etc : 

E chiaro intanto che la funzione F(n) equivale alla somma di tutte le 
suo componenti, di modo che si ha: 



F (n)=W.-;-VVj4-W,+ . . . = 



Cosi la ricerca di quella funzione si riduce interamente alla ricerca delle 
sue componenti ; ed è però che passeremo ad esporre un metodo me- 
diante il quale le loro espressioni possono agevolmente ottenersi tra- 
dotte in somme di potenze simili delle radici delle equazioni X =0, 
X,=0, etc; 
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CALCOLO DELLE COMPONENTI DI . 

24. Considerando la componente NV_, che per ipotesi è somma degli ele- 
menti drQ dovuti alle radici dell'equazione X_=0, in virtù della for- 
inola (17) avremo: 

W,=2ì((n),.,A,-'-("),-.A,a )o-*' . 
estendendo la somma a tutte le suddette radici; ma se si ponga: 
V=(n)*.,A.-t-(n)^,A,a -H ... -t-(n),A^.,o*-. 
verrà più concisamente: 



W.=lVa"-". 

Ora l'espressione di questa somma si può ottenere di una maniera molto 
semplice nel modo seguente. Si osservi innanzi tutto che la quantiU'i 
rappresentata da V è una data funzione razionalo di n e di a, però in- 
tera e di grado a — 1 rispetto ad n, ma fratta rispetto ad a, tale essendo 
la natura delle quantità figurate da A_, A,, etc; (n° 17). Quindi, siccome 
a è radico dell' equazione X,= 0, che si ù supposta di grado a' , la V si 
potrà trasformare in una determinata funziono intera di a, di grado 
a ' — 1 (n“ 22), e porre: 

(»4) V=A;-i-A:a-l-A>*-l-...-(-A;*'-'’o*’-‘, 

dove i coefficienti sono indipendenti da a, ma funzioni di n, intere e di 
grado a — 1. Una volta ottenuta questa trasformata la quislione è riso- 
luta; per essa in falli l’espressione di W. diviene: 

W, = 2:(a;o-*-’4-A;o" ...-+-AÌ—”o*— ■") ; 

ed essendosi già osservato (n°23) che le espressioni degli elementi di Q, 
relativi alle radici a, a,, a,, sono funzioni simili delle stesse radici, 
si vede che per aver la somma basta mutare le diverse potenze di a in 
somme di potenze simili delle radici deirequazioneX^=0, digradi rispct- 

* 
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livoinenlc uguali a quelli delle polenie; c perciò scrivendo per indi* 
care In somma delle potenze r"' di queste radici , risulterò ; 

(23) W. = A:.Ì!l.„+AX-4..+ -+Ar->.lÌ., / 

Ecco adunque un'espressione razionale della componente W., alla quale 
ne’easi particolari si applica facilmente il calcolo numerico; ed il pro- 
cesso per ottenerla si può compendiare in questa regola: Si tratformi la 
V in funzione intera ili a ; si moltiplichi la trasformata per a '~"' , e nel 
prodotto li sostituisca ad ogni potenza a' la somma corrispondente S/'. 

Mediante questa regola, convenientemente estesa alle altre compo- 
nenti, si avrebbe, mutatis mutandis-, 

\v.=b:s 5., + n:,;2j , ; 

w =c:cv. 812,.., i 

* 

etc: etc: etc; etc: 

c però , essendo cosi trovate le espressioni di tutte le componenti della 
funzione Q., questa funzione resta con ciò completamente determinata. 

25. L’espressione di ÒV, data nella formula (23) consiste di un nu- 
mero di termini uguale ad a’ , e per conseguenza uguale al grado della 
funzione X_^. In questi termini gl'indici delle s formano una serie di nu- 
meri naturali che comincia da n — »+l; ma questa circostanza non è as- 
soluta, e la detta serie può farsi cominciare da qualunque altro numero, 
perché nella espressione Va'"'"' il fattore V, che va trasformato in fun- 
zione intera di a, si può modificare moltiplicandolo per una potenza qua- 
lunque di a, e dividendo nello stesso tempo per questa potenza l'altro 
fattore. Cosi, dinotato con r un numero qualsivoglia intero, positivo, 

0 negativo, sarà lecito di scrivere: 




quindi, invece di trasformare la funzione V, si trasformerà la funzione 
e la serie degl’indici comincerà dal numero n — Peresem- 
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pio, volendo che questa serio cominci da n, si prenderà r=* — 1'; cd al- 
lora operando la trasformazione; 

— A^o-+- * 

a 

r espressione di \\. prenderà la fonila: 



Attualmente i valori dc'cocflicicnti A*, A', oto: sono diversi da quelli 
di prima; ma sono tuttavia funzioni intere di n, di grado « — 1. 

26. Il principio, sul quale è fondata l'ultima trasformazione, è utile 
sopra tutto allorquando la funzione fratta di n, rappresentata da V, si 
trovasse moltiplicata per una potenza di a, di esponente positivo, o ne- 
gativo, ma indeterminato, circostanza la quale potrebbe rendere imba- 
razzante la sua trasformazione in funziono intera. In fatti , per togliere 
la difficoltà, nella espressione del prodotto Va"*’ basta di separare 
quella potenza dal fattore V, ed aggregarla all’altro fattore o"“ ed al- 
lora la funzione fratta di a da trasformarsi in funziono intera sarà per 
lo appunto ciò che diviene la V dopo la soppressione della detta potenza. 

27. Abbiamo già veduto che nello formolo procedenti lo espressioni 
de' coefficienti A*, A', ctc: sono funzioni intere di n, digrado» — 1. Ora 
è questo un fatto interessante, dal quale vedremo derivare un'altra os- 
servabile soluzione della quistionc dello sviluppo in serie delle funzioni 
fratte razionati ; ma per ora ci limitiamo ad osservare che le dette espres- 
sioni debbono essere indipendenti da n nel caso di s=l , vale a dire 
quando il fattore X* della funzione ik(x), oui si rapporta la componente 
W^, ò semplicemente della forma X^. In questo caso diviene inutile l’in- 
dice n apposto ai simboli degl'indicati coefficienti; ed intanto l'espres- 
sione di W, data dalla (23) o dalla (2A) si riduce a: 

(25) W. = A* i:-' A' .>>, -f- A' -h...-h A'--*.':!,.., 

Del resto nella ipotesi attuatela determinazione de’coeHìcientiA°, A',etc., 
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ossia la (rasronnazionc (22), diviene mollo più agevole, perchè quando 
»=1 si ha seniplicenientc (n* 13) 




e tulio si riduce ad operare la trasrurniazionc della funzione 

28. Un altro caso meritevole di attenzione si ha quando la funzione 
lifx) è della forma: 

il che esige che le radici dell' equazione f«(a:)=0 debbono essere tutte 
multiple di uno stesso grado di moltiplicitè. In questo caso la funzione 
0, si riduce all’ unica sua componente \\\; c perciò risulta : 



Q.=W,. 



Ora , siccome nella ipotesi presente le somme delle potenze simili delle 
radici si rapportano all'unica equazione X^=0, nel simbolo adoperato 
a tale uopo, **“*, diviene inutile l'indice supcriore; e si avrà in conse- 
guenza : 

(i6) , 

ovvero : 

(27) Q,=A:»,-f- . . . -t- Al-'->s...,., ; 

secondo che la determinazione de'coeflìcicnti si voglia far dipendere 

• V 

dalla trasformazione della funzione V, o dell'altra -i-,-. 

a 

K quando ; o, in altri termini, quando le radici dell'equazione 
fz(,r)=0 sono tutte semplici, di guisa che: 

si avrà semplicemente: 

(28) Q, = A*s,h-A'8. . 

2‘J. Uisogna intanto osservare che le trasformazioni cui dà luogo la pre- 
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Gcnte ricerca saranno nelle applicasioni assai più semplici so lo sviluppo 
(li ^ si faccia dipenderò da quello di (n“4.). In questo caso i calcoli 
or ora prescritti dovranno istituirsi sulia formola (20) da cui: 

W.=v + a’-- 



0 quindi per la funzione fratta di a rappresentata da V ritenere la fuO' 
zione molto più semplice e più esplicita: 









e* 



Siccome in questa funzione le espressioni di A,, A,, ctc: sono intere 
rispetto ad a, è chiaro che por ottenere la equivalente funzione intera, 

basta trovare la funzione intera equivalente alla frazione dalla quale 

possono immediatamente dedursi quello equivalenti alle diverse potenze 
della frazione medesima (V. la nota in fine). . 



Calcolo delle componenti di P,. 

30. Prendendo ancora a considerare la componente \V^, per la for- 
mola (18) si avrà: 

W=2i-((-n-l)^.A.-l-(-n-l),_.A.aH-...-K-n-l).A_.<.— 

la somma dovendo estendersi a tutte le radici dell'equazione X^=0; e 
se si ponga : 

U=— {(-n-l),_.A.+(-n-i)^_,A.o-H... + (-n-l).A..,o— j , 
sarà più brevemente: 

Qui la U, al pari della V del caso precedente, ù una data funzione di n 
ed a; intera e di grado » — 1 rispetto ad n; fratta rispetto ad a ; e però. 
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stante l’equazione X^=0, potrà essere trasrormata in una determinata 
funzione intera di a, di grado a' — 1 ; sicché, supponendo: 

U = ■+- . . . 4- A,'"’’ , 

risulterà; 

tìd) \v,=a:s5. .^.„+a:s:;ì. . 

Questa espressione di NV,, nella quale i coefllcienti A', A', etc: sono 
sempre funzioni intere di n di grado « — I si ottiene evidentemente con 
una regola uniforme a quella enunciata nell’altro caso; vale a dire: Si 
Irasformcrà la U in funzione intera di a; si moltiplicherà la trasformata 
per a'" *'; e nel prodotto ad ogni potenza a" si sostituirà la somma corri- 
spondente s‘^. Per mezzo di questa regola si possono adunque ottenere 
le espressioni di tutte le componenti della funzione P_; e con ciò que* 
sta funzione resta completamente determinata. 

31 . K ora ben chiaro che le diverse osservazioni fatte a riguardo dello 
componenti di si estendono convenientemente a quelle di P_^. Cosi 
può notarsi che la formola (20) consiste di un numero di termini egualo 
ad a', grado della funzione X^: formola in cui gl’indici delle s (fatta 
astrazione dal segno] costituiscono una serie di numeri naturali, che 
comincia da n-h» — o'-t-l , ma che può farsi cominciare da qualunque 
numero negativo. Volendo che cominci da — n si scriverà: 




e , trasformando il fattore -^szzozi , verrà : 

(30) W.= A:s'!> + A:s':!>,.„-l-... + A''->i!r^^..., . 

1 coefficienti AJ, A', etc: diversi da’priini, sono, come negli altri casi , 
funzioni intere di n, di grado » — 1. 

32. Cessano questi coefficienti di dipendere da n nel solo caso di >=1; 
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allora la dotcnninaaione della coinponcnle diviene molto più semplice, 
percliè si ha (n“ 13) 

fi (o) 

e la quìstione si riduce a trasformare la funsione fratta U=— 

(*(<>) 

In questo modo gl’indici delle a cominceranno da — (it — a'-(-2), e si 
avrà : 

W, = AIs'aU + A“--V4.„ . 

Ma volendo che gl'indici comincino da — n si scriverebbe: 

W =v— 

? (o) 

\fn\ 

e quindi, trasformando la funziono si avrà; 

H(a) 

(31) 'V ==A*.L'> + A'sy,,,4-...+A<''--VAU..,, . 

33. Anche nel caso attuale, se le radici dell'equazione fi(a;)=0 sono 
tutte multiple di uno stesso grado, e quindi la funzione ijì{x) della forma; 

si ha P.=W ; vale a dire sarà: 

N 4 ì 

se i coefficienti si fanno dipendere dalla trasformazione della funzione U; 
e sarà poi: 

(3S) P.=A:»_,+ + , 

se si vogliano far dipendere da quella dell’altra funzione — . 

34. E Analmente, se nella stessa ipotesi si abbia di più «=1 ; o, in 
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allri termini, se lo radici dcirequaziono n[x)=0 siano tra loro tutte 
disuguali, ed in conseguenza: 



si avrà scnipliccnicntc; 






ovvero : 

(33) . 

secondo chè i cocftìcienti si vogliano far dipendere dalla Irasfunnazionc 

della funzione U= , o deH’altra U a"'’= a'~’. 

p'(a) 

H®) 1 

35. Se lo sviluppo di voglia far dipendere da quello di -j^y il 

clic torna sempre vantaggioso, allora bisogna far capo dalla formolo: 

W^= 

e ritenere : 



c qui le trasformazioni delle funzioni fratte in funzioni intere dipende* 
ranno, come nel primo caso da quella della frazione 



ESENHI DI SVILUPPI 



Etempio l. 



3G. Per un primo esempio ci proporremo lo sviluppo della frazione: 



1 1 

p (x) “ 2p ,x u.x’ 



dove supporremo disuguali le radici dell’equazione fi(x)=0. E cercan- 
do dapprima l’espressione di Q,, dinotata con a una delle radici , si 
avrà (n° 28) 



Q = V a" 



■“2(p,-+-p,a) 



la somma dovendo estendersi a tutte le radici. Per trovare questa somma 
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bisogna trasformare il fattore fratto in funzione intera di a, e ciò me- 
diante l'equazione; 

( 1 , 0* =0 ; 

ma ora la trasformata può subito aversi indipendentemente da metodi 
generali; perehè, se si ponga per compendio: 






la detta equazione si potrà mettere prima nella forma , 

e poi nell'altra: 






ed il secondo membro è per lo appunto la trasformata intera del primo. 
Adunque, chiamando z, la somma delle potenze r*" delle radici dell'equa- 
zinne f<(a;)=0, si avrà immediatamente; 






In quanto alla espressione di si avrebbe : 

P.= V r' 

e quindi per le stesse formole di poc'anzi risulta: 



P.=— • 



37. Nel caso particolare della frazione 

1 

1 — 2XC0SM-I-X* 

siccome , (x,=: — cos® , o quindi M= — sen't» ed s_=i,, si ha: 



Q.= 



2sen*» 



(cos»n,— S..J 



" 2sen*M 
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Ma le radici di 1— 2a:co8<i)-l-a;*=0 mostrano che *,=2cosr«; duntjue 
le ultime espressioni divengono: 

tì.=- ^cosucosinj — cos(n-(-l}»iJ , ^coaiw — cosucostn+lj^j ; 

e poiché i fattori binomii equivalgono il primo a tenaiientui), od il se- 
condo a s«na)*en(n-t-l )a>, cosi verrà semplicemente: 

_senn»j p sen(7i-i-l)» 

sen» ’ " senu 

Uopo ciò , se si trattasse dello sviluppo della frazione : 

1 — 2xcoau-(-x* ’ 

si avrebbe immediatamente (n° 4) : 

J^X,aenn~-l->,sen(tH-l)«<J , P,=j^^|^l,8en(n-(-l)»-<-X,senn»<J . 

Etempio II. 

38. Siano Poi p, i • p, quantità disuguali, c cerchiamo lo sviluppo 
della frazione: 

ì_ ì 1 

(i(x) ~(1— afi,n-x*)(l— 2fp,x-t-x*) .... (1— 2f^-t-*) ~ X.X, ... X, ■ 

Dinotata con W. la componente di Q,, relativa al fattore X, , si ha (n° 23); 

Q. = |.W, 

ed intanto, se s’indica con a una delle due radici dell’equazione X,=0, 
sarà (n° 27); 




estendendo la somma alle due radici. Da un’altra parte abbiamo: 
j.'(o)=2(a-f,)X.X....X,..X,.....X,. 

bene inteso che sia posta a per x in tutti i fattori X„, X,, otc: ma tolta 
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da ciascuno la quantità nulla 1 — 2p a+a*, e messo per compendio: 
= (P — pJ (P.—Pi) • •• (p<— Pi-i) (pi— Pi-i) • (Pi— p,) I 



verrà più semplicemente: 

p'(a)=2'-R,o'(a— pj; 



c si avrà in conseguenza: 

1 1 

W =— — y 

O- iR Zi 



, 

» o' 



I 

Resta ora a trasformare la frazione in funzione intera di a : ma 

»— Pi 

poiché la trasformazione dipende dall'equazione 1 — Sp,a+a*=0, la 
quale, posto: 

M. = P*-1 . 



può ridursi alla forma (a — pJ'=M, , cosi si ha immediatamente: 
e quindi: 



1 i 






Elfettuando la somma si ottiene : 



ed in fine: 






fn quanto allo sviluppo ascendente si avrebbe; 

P.=2.W, , 

dove , tenendo presenti le formolo precedenti : 

W.=y — o'<'’"’= - — 2(o— pia ‘■"■"'t 

• ^ fi'ia) y-R.Mi-^' 
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ed effettuando la somma : 



W 



sicché risulta: 



~2' 'R M ’ 






30. Supponiamo per un caso particolare che si tratti della frazione: 

1 

(1— 2x cos 'u, 4 -i")(l — 2xcos ... (1 — 2x cos »<,-(- 1 *) ‘ 

Essendo in questo caso p,=cos®, , si ottiene, come nel primo esempio, 
M = — sen’v , *iÌ’=2cosma\ ; e quindi le espressioni di e P, di- 
vengono : 



— • 


1 


l^cos »»,co8 (n — r) u, — cos(» — r-(-t) « J 


R,sen*w^ 


P ^ V 


1 


^cos(n-(-r)u, — cos»*jCos(n-t-r-t-l)»,J 


P.- 2'?- 


R, 8cn*«, 



ma le quantità in parentesi equivalgono rispcttivamcnto a sen®,scn(»—r)®,, 
c sen®,sen(n-+-r-i-l)i«,; dunque per gli sviluppi della frazione proposta 
si hanno le formole semplicissime i 

_ 1 r 1 sen(n— r)u_ 1 l sen(n->-r4-t) 

* 'I R, sen»>_ ’ • 2' R. sen»*_ 



• Esempio III. 

40. Per un terzo esempio cercheremo lo sviluppo della frazione: 

1 1 

supponendo ancora disuguali lo radici dell'equazione fx(x)=:0. Quindi, 
detta a una delle radici, si ha: 

Q =v-J_o" = 2 o”, 

la somma dovendo estendersi a lutto lo radici ; e per trovarla bisogna 
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che il fattore frazionario aia trasformato in funzione intera di a, valen' 
dosi deH’equazione: 

f*,’+3uja4-3Mja*-+-f»,a*=0 . # 



Ora, operando la trasformazione col metodo già esposto (n'SS), fatto 
per compendio: 

A' =f‘»“5 — 



si ottiene : 



A'=rf— 

M = 6uj«,(«,fi.+3,u!^— if*;;*,— p!,»; , 

^ ;= l-(A’-i-A'o+2(.,A-o*) ; 



cd in conseguenza risulta: 

Q.= ^j(A'»,+A's^,-h2,u.A'j„ ,) . 

Per lo sviluppo ascendente si avrebbe: 



p =v — V 

" - u'{a) « " 



3 ■"ft,+2(»,a+f»,o* 



quindi per le stesse formoic di poc’ anzi : 



P.=- 42 (A’+A'o+ 2 f.,AV)o-'*-> ; 

c perciò : 

P.=— [A'»^..„+A's^-4-2f.,A's_,.,„] . 



Esempio lY. 

41. Crediamo opportuno di richiamare l'attenzione de’ giovani studiosi 
sopra un esempio considerato dall’ egregio Geometra Francese signor 
Eugenio Catalan nel suo stimabilissimo libro sulle serie, pubblicato a 
Parigi nel 1860: esempio che forma il soggetto de’numcri 120 e 130 a 
pag. 76 c 77. Trattandosi di un libro la di cui lettura torna utilissima 
agli studiosi , ci è sembrato necessario di rettiflcarc alcune idee poco 
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esatte , che ivi si trovano espresse ; ma dichiariamo ad un tempo che 
queste inesattezze sono , senza dubbio , da attribuirsi a sconcerti di 
stampa avvenuti in quelle pagine, i quali avranno alterato il concetto 
dell'Autore. Trattasi per tanto dello sviluppo ascendente della funzione 

. e quindi si vede che questo sviluppo potrebbe subito farsi di- 
pendere da quello dell'esempio precedente; ma preferiamo di occuparcene 
direttamente, e però supporremo: 



1 

Cangiando a: in — (V. il n'3), c poi divedendo i due membri per x, ri- 
sulta: 

P. P^ P. P. 

— 1 X X* a’ ‘ ‘ ’ 



ed allora la quistione è ridotta a trovare l’espressiooe di coefficiente 
di nello sviluppo discendente della funzione | • Poiché 

l’equazione x‘-\-x‘ — i=0 ha le radici disuguali, se s' indica con a una 
di esse , avremo immediatamente (numeri 27 e 28] 



_ o*-(-o— 1 , 



la somma dovendo estendersi alle tre radici; e più non resta che a tra- 
sformare il fattore frazionario sotto il segno 2 in funzione intera di a , 
mediante l'equazione 

aVo*— 1=0. 

Si puù agevolare la trasformazione di quel fattore, moltiplicandone i due 
termini per a, e poscia sostituendo ad a‘ il valore 1 — o’, che ne dà l’ul- 
tima equazione. Si ottiene in siffatta guisa 

o'-<-a— 1 1 — a 

30*-;- 2o ~3^* 

e si ha in conseguenza: 
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Operando ora la trasformazione col metodo già prescritto (n" 22), si ot- 
tiene: 



. quindi : 






P.= 23 S(*— : 



0 da ultimo, prendendo la somma, si avrà: 

•) ^ 

formola in cui s, dinota la somma delle potenze r"~ delle radici dell’ e- 
quazione x'-\-x' — 1=0. Se si calcolano i valori di s, per r=0, 1,2, 
etc: si trova: 

*,= 3 , s,=— 1 , «,= 1 , »,=2 , Sj=— 3 
>,=i , 2 , «,=— 1 , »,=5 , s,=— 7 , eie: 

In virtù di questi valori si ottiene; 

P,= l , P,=0 , P. = — 1 , P,= 2 , P,=— 2 
P,=l , P.==l . P,=-3 . P,=4 , P,=-3 . eie: 
e si ha perciò: 

^ [ j« jg* 

; =1-1-0. x—x’+23c’ — 2i‘-(-®'-(-x* — 3®’-t-lx’-+- eie. 

l-(-x— X* 

La quistione adunque 6 completamente risoluta; ma frattanto nel nu- 
mero 130 del libro del signor Catalan si legge quanto seguo: « Dans 

« l'exemple I ^che riguarda lo sviluppo di g ® facile de 

« determincr lo terme général du développement de la fraction , parce 
« que l'on connaissait, *oui forme finte les facteurs du dènominateur. 

• Mais , si l'on se proposait d'assigner le terme général de la suite 1 , 
» 0, — 1 , 2, — 2, 3, — 5, 7, — 10, 15, OD scrait ramenc à la résolulion 
« de l’équation irrcductible x’ — x — 1=0. La quetlion petti dotte èlrere- 

1 gardée camme a peu prie intoluble ». 

Cosi, secondo questa conchiusione, sarebbe generalmente impossibile 
di esprimere il termine generale dello sviluppo in serie di una funzione 
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fratta razionale, allorché i fattori lineari del suo denominatore non si 
possono esprimere sotto forma finita; cosa che non è affatto vera. Ora 6 
appunto contro questa proposizione, cosi recisamente affermata, che in- 
tendiamo di prevenire i giovani studiosi;, e, giova di ripeterlo, per noi 
non è dubbio che il concetto deU'Autore sia stato travisato da dissesti 
di stampa, da lui non avvertiti, come lo provano altri errori, che si ri- 
scontrano nello stesso luogo. In effetti in una nota a piò della pag. 77, 
che ha il suo richiamo dopo io parole, poc'anzi citato . . . a peu près inso- 
lublf , si legge: o Cependant, si fon appello a, ò, c les troia racine de 
« fòquation .r' — x — 1=0, on trouve, par un calcul que nous suppri- 



« mons: 



_ 1— tt „ 1— b 1 — c 

•“ 3 + 20 “ ■*" 3 +&' 



Questa espressione, sotto forma più concisa, equivale a: 






ma possiamo subito riconoscere la sua inesattezza, perchè, dinotando a 
una radice delf equazione i+x — a:’=0, pe’ numeri 32 e 33 dev’essere 
invece : 



P.=5:— 



od ancora: 



- l-3a* 



„ l+o-a* 

P.=^ 



o-3a’ 



e siccome l-+-a — o'=0, e quindi i-i-a=a’ , se nel numeratore del 
fattore frazionario si ponga a' in luogo di l-f-a, si avrà sotto forma più 
semplice: 



espressione la quale non può coincidere con quella data del sig. Catalan. 

Nò questo è tutto. Col principio delle serie ricorrenti il signor Catalan 
calcola alcuni dei primi termini dello sviluppo della frazione proposta , 
e trova; 

iÌ^^'=l-x*+2x’-2x‘+3s‘-5xV7x’-10i*-^ eto. ; 

1+X— X* 

ma non si ha che a confrontare questo sviluppo con quello da noi dato 
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più sopra , per riconoscerlo erroneo , coincidendo essi solo fino al Icr- 
mine alTeUo dalla potenza x*. Qui però l’erroro è cagionalo da inavver- 
tenza, dappoiché essendo il denominatore della data frazione di 3° grado, 
per la teoria delle serie ricorrenti bisogna calcolare direttamente i primi 
tre termini dello sviluppo; e, mentre questi tre termini sono l,0..r, — x', 
il signor Catalan prende invece 1, — e quindi lo sviluppo dovea 
naturalmente risultare inesatto. 



Escihjiio V. 

4i. In questo esempio prenderemo a considerare la frazione: 
1 _ 1 

(*(x) t- X'* 



ma vogliamo prima esaminare il caso di In questa ipotesi, dino- 

tala con a una radice delTequazionc X=0, si ha (n' 10 e 28); 






avendo messo : 



V = -a . 



Ora , per determinare 6 o 0', nella funzione n{x) muteremo subito la x 
in «-+-1 (n“21); allora, essendo si avrà dapprima: 

ed in seguito: 

Indi, sviluppando il quadrato, si ottiene; 

6=4(/.,-(-(*.a)* , : 

e si ha perciò : 

„ 1 r 1 1 1 

Resta a trasformare la V in funzione intera di a; il che si riduce a tra- 

e 
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sformare la 2* e 3* potenza della frazione ^ 1 ® {' • '* 

pio , e la nota I ) risulta : 



V = jjjp (Mn t-u,a’ì) . 



Avremo adunque: 



ed in fine , prendendo la somma , verrà : 






Questa forinola contiene le tre somme s..,; ma stante la rela- 

zione : 



che ha luogo tra esse ed i coefficienti dell’equazione X=0, potrà ridursi 
a contenerne solamente due. Se si elimina a,.,, si avrebbe la formola 
che si sarebbe trovata direttamente riducendo la funzione V all* grado. 
Per lo sviluppo ascendente si farebbe capo dalla formola: 



e si troverebbe: 

P. = [m (n 4-1 ) 



Anche questa formola può ridursi a contenere due delle tre somme , 
tenendo presente la relazione: 

43. 11 metodo tenuto per»=2si estende ad «qualunque; ma pel 
caso generale preferiamo di far dipendere la ricerca dal teorema del 
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n* 11. Secondo questo teorema l’elemento di coincide col coeffi- 
ciente di t*~' nello sviluppo di : 

(g-M)’ . 

ma si ha per le forroole precedenti : 



adunque il valore di sarà uguale al coefficiente di (*"' nello svilup- 
po del prodotto 

e perciò , se si ponga ; 

y = 

JL r (»)^.(-«)^. g (">..-■(-«)>.»)* (" ).(-«).-i(p.g)*'‘ 

si avrà : 

Q,., = Vo ; 

da che poi segue: 

Q,=2Vo' ‘ ■ : 



la somma dovendo estendersi alle radici dell'equatione 
2(».o-l-.“,a’=0 . 

Per compiere la ricerca non resta che a prendere la somma ; e per eie 
bisogna trasformare la V in funzione intera di a; ma, ridotta la quistio- 
ne a questo punto, quello che rimane è puramente affare di scrittura, 
perchè la V è un aggregato di frazioni, che hanno per denominatori po- 
tenze di e sono già conosciute le funzioni intere equivalenti 

a tutte le potenze della frazione (nota 1). 

In quanto alla espressione di P, si partirebbe dal principio che l'ele- 
mento coincide col coefficiente di l'~' nello sviluppo della frazione: 

9 ( 0 + 1 ) 

e perciò nello sviluppo del prodotto: 



liiijtidr , posto : 



— ii — 



U- 







si ili) : 

«'(1 in seguilo: 



2‘ ‘ J’ 



P...=-Uo 

i\=— iiUu-'" * : 



In soiimin dovendo sempre estendersi alle radici deirequazionc 
Per compiere poi la ricerca si procederà interamente, come a riguardo 

'li Q.. 

l’er concretare questa soluzione con un caso particolare supporremo 
a=3. In questa ipotesi le espressioni di V cd U divengono; 



V = t); 5 — Unu.O; ^"♦■'1.“*“*; • 

. 2*L (“,+N») (.“i+C.oVJ 

ili ("+l)(«-*- 2 ): ^ + — | ; 



0 ijuindi essendo: 



y=i;\v ■ , i>.=— ì;uo-" 



mutando le frazioni nelle equivalenti funzioni intere, e poi prendendo le 
somme, risultano le due forinole 

^ r 3 ”1 

Ciascuna di queste formole contiene quattro somme di potenze di ra- 
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dici; ma si l'una che l’altra può ridursi a contenerne solamente due; 
perchè, sussistendo le duo coppie di relazioni: 

e 

si possono da ciascuna eliminar due sommo. Se si eliminano dalla pri- 
ma ed , e dalla seconda cd s_^, si perverrebbe alle forinole 
che si sarebbero trovalo direttamente, so le funzioni V ed U, oltre a 
trasformarsi in funzioni intero dia, si fossero ancora ridotte al 1° grado. 

i-4. L'esempio del quale ci siamo occupali comprende come ea.so par- 
ticolare lo sviluppo della frazione (*): 

1 

(1 — ix eoa M-t-x*)* 



per la quale si ha , e<,= — cosai, i,=s_^='ìcosia: , cd 

M= — sen'ai. Quando » = 2, per la sola condizione di u,=!J,= I , le 
espressioni di Q, c P, divengono: 






ma quindi tenendo conto delle altre condizioni, cd osservando che 

». ,-|-ji,»,=2}coa(n-f-l>— cosucosnu j= — 2 seti «> sen nij . 
s,-i-fi,»,,,=2jcosmi — eosncos(n-(-l)u}= 2acn«>scn(tn-l)'“ , 

si ottengono le formole semplicissime: 



irsennu cosfn — ifi 



8en{n4-1)*- 

sen’o 



-(iH-l) 



C 08 (n-i-i)M 
sen*M I 



(') iatoroi) allo sviloppo di qae«U fraiione vedi U doU XI del Tnllalo della rìsoluxione dell*' 
equaiioDÌ numericlte di La((rari{;e ; ed il d* 1120 del Traliato di calcolo dilTcrenzialc ed intefraledi 
Lacroi I » voi. 3*. Aggiuogìamo a lai riguardo clic col metodo di Lagraoge non è possibile di oUeoerv 
respretsione di nella foraia cosi compalla come risolta dii noslro procedinento; ed anche nel 
caso plà'setnpiice di « = S non si vede facilmente come refpressione data da Ligrangc si riduca a 
quella da noi data qui sopra. 
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Nel caso di »=3 si ha dapprima ; 

Q.=^.[n(n— ; 



e siccome : 

f*,»,_,=:2[cos(n—l)u — co6»>cos(n—2)*»] = — 2Ben»<sen(ti - 2)»i 
=2[cos(rn-l)*< — eos~co«nv ] =— 9sen«sennu 
«„, + pi,s„, =2[cot(n+2)*i — cos**coa(n-i-3)»]= 2scn««senin-(-3)*> 

t, 4-p,s„, =2[cosnu — co8«.cos(n4-l)»]= 28on«8en(n4-l)»' 

cosi risultano le formolc: 



' 2* J 






ì 



„ 1 (.ten(n+l)u ,, C08(n-i-2)*< , . „8enin+3)»> 

P. = -5rP 3 n-hl)— n-f-l)in-i-2) ; ' } . 

2 ( 8en‘u sen » sen'» | 



V 

Altra aolusione della quiatione. 

45. Procedendo co' metodi esposti alla ricerca delle funsioni e P, 
abbiamo potuto definire completamente la loro forma in termini delle 
somme delle potense simili delle radici di una o più equazioni, vale a 
dire 0 della sola equazione fx(x)=0, o delle equazioni in cui questa per 
avventura si può decomporre. Ma, le forme una volta conosciute, si com- 
prende che debba essere possibile di determinare le stesse funzioni col 
principio de' coefficienti indeterminati, indipendentemente dalle trasfor- 
mazioni che ci guidarono a scovrire le loro forme ; ed è per tal via che 
si perviene ad un altro metodo estremamente semplice per risolvere la 
proposta quistione. 
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Limitandoci a conaiderare Io 



sviluppo di — — , 



porremo, come al n° 2 






e per chiarena distingueremo tre casi, secondochè l’equazione ii(x)=0 
ha disuguali le radici; o le ha tutte multiple di uno stesso grado; o ha 
diverse classi di radici multiple. 



Sviluppo discesdeale 

d6. Caso 1. L' eqaatione ;ì(j;)=0 ha disugmli le radiei. In questo caso 
per la formola (28) sarà: 

dove le somme », si rapportano alle radici di it{x)=0, mentre i coeffi- 
cienti A*, A', . . . , A'~~’' sono delle costanti, iodipendenti cioè da n. Così 
la ricerca di q, si riduce appunto a determinare queste m costanti ; ed è 
chiaro che perciò basta conoscere i valori di q, corrispondenti ad m va- 
lori di n. Ha trattandosi dello sviluppo discendente di — si ha 

i‘(x) 

?,=?,=?,=•■ ■=?^,=0 (n’5); ed è inoltre q ^= — (n‘2); adunque 
la formola (34), ponendovi successivamente n=0,l,2, ...,m — 1 , 
conduce al seguente sistema di m equazioni lineari: 

0 =A s, -i-ASj -;-A*s, A*" ’^s ^ , 

0 =A*», +k's, +\’t, -I- A'""' 



0 =AV.+AV.+A*s. -t-...-(-A''— 

^ = A’.„,-t-A's. h-A’.,..+ . . -4-A'-”s.... 

per messo delle quali restano definiti i valori delle m costanti. Intanto 
dovendo queste equaiioni coesistere con la (34) , posto per compendio: 
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si perviene alla forniola : 




la (jualc determina il valore di senza bisogno di alcuna trasformazio- 
ne; ed in tal modo la quistione sembra ridotta a quel grado maggiore di 
semplicità di cui poteva essere suscettibile. 

47. Rimanendo tuttavia disuguali le radici dcircquazlonc tx(.v)=0, 
se la funzione fi(.r) sia un prodotto di più fattori razionali 

la ricerca di 7 . potrà farsi dipendere da quella delle sue componenti 
... , \V, , lo quali si determineranno con lo stesso metodo tenuto 

qui sopra. In fatti indicando, come per lo innanzi a’,b' /' i gradi di 

le espressioni dello componenti saranno della forma 

(n°27): 

W, = A* t':> -h A' 5.'>. . . . -H A“' -V*’, 

= 

W, = L’si'> -f L’sJ:, -h... + L''’-'’s;?r-, 

dove i sistemi di coeflìcicnti sono delle co.stanti indipendenti da », e la 
quistione -si riduce a determinare i loro valori. Ora queste costanti sono 
al numero di o'-+-fc'-l-. . .-t-l'=m ; c si ha d'altra parte: 

9.=’VVh-W,-h...-(-\V,; 

c perciò, siccome sono nulli i valori di corrispondenti ad n= 0 , 1 , 
2 , .. . , m — 2 , c si ha 1 /^^=:— , si vede che i valori delle costanti si 
determinano precisamente come noi caso precedente. 

48. Supponiamo per esempio: 

4_ _ Jl_ 4 

p(*) 'XXi (i--x+x’)(1+x^) ' 

In questo caso le componenti di saranno due W. , \V, , l’una corrispon- 
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-ca- 
dente al fattore X =1 — * +x’, l'altra ad Xi=l-t-x*i ed essendo o'=2 
e i'=4, si avrà : 

W,= A'.r-t-A's';>. 

W,= + B's;.*’, + + B-».*>. 

Dopo ciò, dovendo essere j^=W.-+-W,, sarà: 

(35) 9,= A^l'> + A's>\ + B's;‘' + B'i’;,‘.>.-t-B''s.‘.'.4-B’s,‘>, ; 

e più non resta che determinare le sei costanti A*, A', B*, B', B', B", 
A tal'efretto si daranno ad n i valori successivi 0, 1, 2, 3, 4, 5, pe’ quali 
9 ,=?,= 7 ,=j,=?,= 0 e j,= l ; ed in tal modo si otterranno sei equa- 
zioni , che danno i valori delle costanti. 

Ma ora, per la natura dell'esempio, è anche facile di avere i valori 
numerici di i',*’ , i',*’ per qualsivoglia valore di r; il che deriva da ciò che 
X. ed Xi sono i fattori irriduttibili dc'binomii 1— x*, 1 — x', e quindi le 
funzioni é "' , esprimono rispettivamente le somme delle potenze r'""* 
delle radici primitive delle equazioni binomie 1 — x*=0, 1 — x'=0. Per 
tanto segue dalla teoria di queste funzioni , da noi esposta in altra oc- 
casione : 

I. Che la somma s’*’ non ha che quattro valori distinti, cioè: 

s';>= 2, se r è divisibile per 6 

!<•>= — 2, se r è divisibile per 3, senza esserlo per 2 
sj,*>= — 4, se r è divisibile per 2, senza esserlo per 3 
li*’ = 1 , se r è primo con 6. 

II. E che tre sono i valori distinti di zi*’ , cioè : 

ii*’= 4, se r è divisibile per 8 

ii*’= — 4, se r è divisibile per 4, senza esserlo per 8 
0, se r non è divisibile per 4. 

7 
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K ciliare elio in tal guisa sono pcrfeUanicnlo delerminati i valori nume- 
rici (li cil s'' , qualunque sia il valore di r; ed è cosi che si avrebbe; 

, s, ’='l , = — t . »■ ’= — 2 . *4* = — I > = l ■ elC' «tc- 

, s ,‘’=0 , s'*' = 0 , , « 4 *’ = — i , ctc: etc: 

Dopo queste eonsidcrazioni la forniola (35) , ponendovi successiva- 
mente n=cO , I , 3, 4, 5, condurrà subito al sistema di equazioni : 

0= 2A‘-(- A'-f-4B* 

0 = A’— A'— 4ir 

0 =— A’— 2 A'-— tir 
0 =— 2 A’— A'-4n- 
0=— A’h- A'— 4B’ 
t= A“+2A'-(-4D"’ 

dalle quali si ricava imnicdiatamcntc: 
c si avrà in conseguenza: 

(30) . 

Cercando per esempio il millesimo termine dello sviluppo, vale a dire 
il valore di 7 ,,,, sarà: 

7 ... = 5 i -I- : 

ma 2 , 1 , = »,V., = 4, = dunque 
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49. C.\so II. Le radici di /jl(x'j= 0 sono tulle multiple di grado ». In 
(|uesla ipotesi è della forma XJ, c si avrà (n*28): 

9,= a; ; 

le .somme rapportandosi allo radici di .X^=0, ed a'dinolando il grado 
di X^, di guisa che m=»a’. Attualmente tutte le quantità A'’’ sono fun- 
zioni intere di n di grado * — 1, (n° 27) sicché l’espressione di ciascuna 
è della forma: 

dove gli » coefficienti a, ,, a, ,, . . . , o,_, , sono costanti indipendenti 
da n. Adunque il numero delle costanti contenute nella espressione di 
risulta uguale ad *a', vale a dire uguale ad m, grado di e le m 
equazioni lineari, che le determinano, si otterranno ponendovi succes- 
sivamente n=0, 1 , 2, . . . , m — 1, e tenendo presente che , 

■ i 

50. Supponiamo per esempio che si tratti di sviluppare , 

per cui — I)", pi.= l , o'=3, «=2, m=«a'=6. 

Ed essendo a'=3, si ha dapprima: 

9.=a;».+a>...+a;».,. 

Inoltre, essendo a=2. A*, A', A* saranno funzioni lineari di n, e si 
potrà supporre: 

g, = (a + àn)».+ (c + dn) »... + (« + fn) »^, . 

Per determinare le sci costanti a, b,c,d, e, f si daranno ad n i valori 
successivi 0, 1 , 2, 3, A, 5, e siccome *„=;3, s,= — 1 , »,=I , s,=2, 
»^= — 3, ».=A, *,= — 2, j,= — 1, si otterranno le seguenti equazioni: 

0= 3 o —e -+■ e 

0= — (®'t“ à) +. (c4- d)-j-2fc-i- fi 
0= (o+2t.)+2(c-l-2d)-3(e+2f) 

0= 2(o-l-3l))-3(c+3d)-i-4(«+3/) 

0=— 3(o+4ò)-i-4(c-i-4d) -2(e-i-4f) 

1= 4(o-t-56)-2(c+5d)- (e-l-6/) , 
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Risolvendo queste equazioni si trova ; 

23'o=— 52 , 23i>= 2 

23*c=— tee , 23d= 2 

23’e= 50 , 23/'=-! 

e quindi risulta : 

9,==-^(2».+ 2s, J;(26s,+ 53s.,, -25», . 

51. Caso III. L’equatione pi(x)=0 ha dieerte clasti di radici muìlipk. 
La funzione saril generalmente della forma X? Xf ... X’ ; e però, 
supposto clic W., W, , . . . , W, siano le componenti di q, relative ai fat- 
tori X; , ,\j , . . . , XJ , si avrà : 

<37) 9, = ^,4- \\\4- . . . + W, 

ed inoltre: 

W. = a: K +hU:\ -H . . . H- A';' -'..,..., 

W. = -t- . . . -1- 

eie: eie: eie: 

A.' , B; , eie. essendo funzioni intere di n di grado » — 1, e quindi 
della forma 











-t-o.,-..,’** 








,nV.. 




etc: 




etc: 




etc; 



dove i coeflìcienti a, ,, b. ctc: sono costanti, che più non dipendono 
da 11 . Osserviamo che le costanti contenute nelle espressioni di 
etc. sono rispettivamente in numero di m', fib', eie.; ma questi numeri 
indicano per ordine i gradi di X^.Xf, eie.; dunque il numero totale 
delle costanti contenute nella espressione di q, sarà, come ne’ casi pre- 
cedenti, uguale ad m, grado di fc(a;); e perciò i loro valori si otterranno 
dalla forinola (37) ponendovi successivamente n=0,l, 2,...,m — I, e 
tenendo presente che j,=0, q,=0,..., . 
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Sviluppo asoenderue 



52. Procedimenti analoghi si possono stabilire per lo sviluppo ascen- 
dente di A- ; ma siccome i primi m termini non sarebbero immcdiata- 
(x{x) ^ 

mente conosciuti, eviteremo questo ostacolo facendo dipendere il detto 



3C* * • » 

sviluppo da quello di — — - (n" 5), pel quale tornano ad esser nulli i primi 



m — 1 termini, ed il termine m"'” ha per coefficiente — . D’altra parte 

è già osservato che questi due sviluppi si deducono subito l’uno dall’al- 
tro , in guisa che chiamando p, e p' i coefficienti di x’ nel primo e nel 
secondo sviluppo, si ha: 



P.=P, ■ 



Adunque, invece di p, coefficiente di x’ nello sviluppo ascondente di 

— r-, , cercheremo p' coefficiente di x" nello sviluppo somigliante di . 

/*(*) * f*(x) 

Ma, cosi essendo, è facile di vedere che tutto ciò che si è detto per la 
ricerca di si applica parola a parola a quella di p' , col solo divario di 
doversi mutare ja. in it,, e cangiarsi il segno agl’indici delle t, come 
seguo dallo formolo stabilite ne’ numeri da 30 a 33. Intanto, per evitare 
gl’indici negativi, converremo di rappresentare con c, la somma delle 
potenze positive di grado r delle inverse delle radici di quelle medesime 
equazioni, cui si rapportano le somme s, , di guisa che si avrà general- 
mente : 



ed allora ecco i risultamenti che si ottengono nella presente ipotesi. 
53. Caso I. L'eguatione it(x)=0 non ha radici multiple. Dinotando o, 

la somma delle potenze di grader delle radici di sarà: 

- 4 - a'— 
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e le m costanti A", A', . . . , A'""” saranno definite dalle ni equazioni : 



0 — -t-A'cj -f-A*’o, 


-H. 


..j-A'—V.., 


0 — A*®, -f“A^®j -|-A*^a, 


4 -.. 


,.+A‘*-V 


0 =A'j„_,+ A'j^,-t-A'», 


4 -. . 


. + A<— 


A"®^_i"+" A*®j^ -f- A*s^. 







I*- 



Che, se pongasi 




I 9^ 

si avrà cspUcitamontc : 



9^ 







E quindi , volendo l'espressione di p^, non si avrà clie a mutare in que- 
sta formola la n in n+m — 1 ; da che risulta : 
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Supponiamo per esempio clic si traiti dello sviluppo di 
essendo m«=I > «t=3, si avrà: 



1 

l-t-X— 35* 



; ed 



». ». 


, N= 1 S, 3, 3. 


». ». ». 


1 ». ». ». 


»... »... »r« 


! ». ». »4 



Qui la somma a, si rapporta allo radici dell’ equazione — 1=0; 

per cui (n“ 50) ®„=3, o,= — 1 , ®,=1 , o,=2, o,= — 3; e quindi so- 
stituendo e calcolando i determinanti, verrà N= — 23, e 



P— 



-)• 



5i. Gioverà di osservare che, se la funzione ii[x) è di l'orma reci- 
proca , nelle formolc precedenti sarà lecito di cangiare il simbolo a in 
s, perchè allora a,=s ,.=»,. Cosi in questa ipotesi la quantità figurata 
da N equivale a quella che nel n° 40 fu dinotala con M ; ma si ha di più 
dunque sarà pure e perciò: quando la funzione è 



di forma reciproca il coefficiente di nello sviluppo discendente di 



(*(*) 



coincide col coefficiente di x* nello sviluppo ascendente di '"3 ciò del 

resto risulta immediatamente a priori da ciò che si è detto nel n°5. 

55. Se la funzione sia della forma X.,, Xj,..., X,, la ricerca di 
;/ si farà dipendere, come nel n"47, dalle componenti W,,\Vj, ... ,\V,, 
le di cui espressioni sono ciò che divengono quelle ivi riportalo, mutan- 
dovi il simbolo s in 0 . E siccome le costanti, che vi si contengono, sono 
al numero di a'-t-i'-l-. ■ --t-i — m, c si ha d’altra parte; 



è evidente che queste costanti si determinano precisamente con lo stesso 
metodo allora indicalo. 

Supponiamo per esempio che si tratti dello sviluppo ascendente della 

i 

medesima frazione considerata nel detto n"-!®, -j — r . L’c- 

sprcssionc di p' si otterrebbe dal secondo membro della formala (36), 
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cangiandovi solo il simbolo t in a; ma poiché le funzioni X.=l — t+x* 
ed X^=l+x‘ sono entrambe di forma reciproca, si vede ebe anche que- 
sto cangiamento è inutile. 

In seguito per avere il valore di p. basterà mutare nella furmola istessa 
la 11 in iiH-m — 1 j =n-)-5; e cosi si avrà; 



Ma essendo: 






s'‘> =- s'>>. 



verrò in (Ine più semplicemente 

f.=i\ (•!*’ + »!*-’. -t- — 5 (»'.■■’ + 2 . 

Se si domanda, per esempio, il millesimo termine dello sviluppo, vale 
a dire se n=999, si avrebbe: 

P... = j (*iS. + * ‘i.. -+- + 2»',;’.,) : 

e siccome: 

,*) _o «w —4 »;*! —0 — 9 •<*> —1 

risulterà; 

P.M = 1 

56. Caso II. Le radici di p(x}=0 sono tulle multiple di grado ». Valga 
per questo caso quanto si é detto nel n° 49, purché si cangi da per tutto 
} in p', s in o, c in . 

Poniamo ad esempio che si tratti dello sviluppo di - — — . Le 

forinole dalle quali deriva il valore di p' saranno le medesime dei n°50, 
salvo il cangiamento di s in a. Intanto bisogna osservare che ora le som- 
me a, si rapportano alle radici deirequazione x‘+x* — .1=0, la stessa 
cui si rapportavano nel luogo citato le somme a,; e perciò si ha senza più: 

Attualmente, se piaccia di avere rcspressionc di p., non si avrà che 
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a mutare la n in n+m — l=n-t-G — l=n-t-5. Per questo cangiamento 
s’introducono nella furmola le tre somme o,., , <j.„ , a.,,, le quali si pos- 
sono facilmente esprimere in funzione delle somme di grado più basso a,, 
a,-i , a„, ; e ciò mercè la relazione a, — a, , — a„,=0, la quale ha luogo tra 
le somme delle potenze simili delle radici dell’equazione x’-t-.i:* — 1=0, 
ed i suoi coefficienti. Per tanto si trova in siffatta guisa: 



c cosi si ottiene ; 






Se si cerca per esempio il SO"' termine, per cui n=19, si troverà 
dapprima ; 

20 , »,.=2 , »..=23 j 

c quindi 

p.,=— 146 . 

L'eguaiione ft(a;)=0 ha diverse classi di radici mulliple, 
= X“ Xf...X\ ed inoltre; 

p:= w.-t-w, +w,, 

la quistione sarà risoluta dalle medesime formole del n°5I , salvo il can- 
giamento di s in a. E poi manifesto che il numero delle costanti, che en- 
trano nelle espressioni delle componenti W,, Wj, W,, è sempre 
eguale ad m, grado di e le equazioni che le determinano si otter- 
ranno dalla forinola precedente dando ad n i valori successivi 0,1,... , 

, , 1 
m — 1 , pe’ quali si ha ancora p«=0, pl=0, .. . , p^,=0 , . 



57. C.«o III. 
Supposto l*{x)z 



* 
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OSSERVAZIONE 



Il includo di sviluppo delle funzioni fratte razionali risultante dalla 
seconda soluzione è suscettibile di un perfezionamento considerevole, 
nel caso in cui l’equazione n{x)—0 ammette radici uguali; vaie a dire 
quando la funzione /jì(x) è della forma X“ Xj.-.X' il che rientra nel 
caso considerato a’ numeri 51 e 57. Si è veduto che questo metodo 
riduce la quistione alla determinazione simultanea delle componenti 
W,, Wj, . . . , W,; ma si comprende che la risoluzione sarebbe grande- 
mente agevolata quando queste componenti potessero determinarsi ad 
una ad una, cioè indipendentemente l’una dall’altra. Ora non solo è 
possibile di ottenere separatamente l’espressione di ogni componente 
come nella prima soluzione; ma sotto questo aspetto la ricerca diviene 
assai più semplice. Però , dipendendo questa novella risoluzione da 
principii di altra natura, ci limitiamo attualmente ad accennarla, ri- 
serbandoci di tornare in altra occasione su tale argomento. 
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NOTA I. 

Sulia ricerca della funzione intera equivalente ad una funzione 
fratta razionale di una radice di un'equazione. 



Le ricerche, delle quali ci siamo occupali, sono principalinenle fon- 
date sulla trasformazione di una funziono fratta razionale di una radice 
di una equazione in una funzione intera della stessa radice. Il metodo 
indicato a tale uopo nel n° 23 è semplice abbastanza per adottarsi in pra- 
tica ; ma crediamo opportuno di esporne un altro molto più semplice , 
che non obbliga, come quello, ad introdurre coelllcienti indeterminati, 
c che mena direttamente e prontamente alla trasformata. 

Bisogna premettere che ogni funzione intera di una radice di un'equa- 
zione , di grado eguale o superiore a quello della equazione istessa , si 
può ridurre ad un’altra di grado inferiore. Sia a una radice dell’equa- 
zione di grado r: 

F(a) = -4- *„.*+*,= 0 

e s’indichi con f(a) una funzione intera di a, di grado non inferiore ad r. 
Essendo F(o)=0, è chiaro che, mediante questa relazione si può espri- 
mere il valore della potenza a', e di ogni altra potenza di grado più alto, 
in funzione delle potenze di gradi più piccoli di r; ed allora sostituendo 
le loro espressioni nella funzione f(a), la medesima sarà ridotta ad un 
grado inferiore ad r, e generalmente al grado r — I. Ma questa riduzio- 
ne, la quale a tal modo sarebbe lunga c fastidiosa, può essere operata di 
una maniera semplicissima, bastando perciò di dividere f(a) per F(n); 
ed il residuo, che in generale è funzione di a , di grado inferiore ad r, 
sarà la funzione ridotta equivalente ad f(a). In effetti chiamando Q il 
quoziente, e 6(a) il residuo, si ha: 

/-(a)=QF(o)-h«(a) : 

ma F(a)=0; dunque risulta /■(o)=#(a). 

È utile di avvertire che, se sia data una funzione /'(a) di grado r — I, 
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i;(] occorra di calcoLarc il sistema delle funzioni ridoUc a grado inferiore 
a quello dell'equazione F(a)=0, equivalenti rispellivamcnlo ai prodotti 
di f{a) per le potenze successivo a, a*, a’,..., a”, questo sistema di m 
funzioni si può ottenere mediante una sola divisione, bastando perciò di 
dividere per F(a) il solo prodotto di grado più elevato /"(a), a", c conti- 
nuare la divisione fino al residuo di grado r — I . Indicando le funzioni 

ridotte con f,{a), f,[a) ù evidente die i successivi m 

residui della mentovata divisione coincidono rispettivamente con le se- 
guenti espressioni: 

f,(o).o— ; f.{a).ar-', /'.(a). a'-* /-Jal o" ; 



e quindi si vede clic le funzioni richieste si ottengono tutte ad un tempo 

ne’ detti residui, sgombrati ordinatamente de’ fattori a”'’, a'”’ a, a". 

Ciò premesso, essendo sempre a radice dcircquazione F(o)=0, pas- 



seremo a cercare la funzione intera di a equivalente alla frazione , 

dove ora con $(a) c ^(a) intendiamo funzioni intero di gradi inferiori ad r, 
potendo sempre ridurvisi ove fossero di grado più allo. Posto: 



u = 



?(o) 

'm' 



liberando da fratti si ha l'equazione 

(>) ui(a)=y(a) , 

0 la quistionc si riduco a determinare il valore di a in funzione inte- 
ra di a. 

A tale ctretlo moltiplicheremo l'equazione (I) per le potenze succes- 
sive a° , a , a*, . . . , a’^"', ed avremo il sistema di r equazioni ; 



( 11 ) 



u^a) —f{a) 
«^(a)o* =v(o)o* 



«>Ko)o"’=f(o)o"' . 

Indi ridurremo i due membri di ciascuna a grado inferiore a quello di 
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F(o); il che si ottiene con due solo divisioni, dividendo cioè per P(a) i 
due prodotti o ed in tal guisa, indicando per com- 

pendio le ridotte de’secondi membri con ?(a), 9 ,(o) , 9 ,(o) , , 9 ^_,(n), 
le equazioni superiori prenderanno la forma; 

(« o"* -i-i )«=5i(al 

a +t, )«=y.(a) 

-t-P.o'"* +...+ì,a -M, )ii = j,(a) 

Queste r equazioni, che diremo ejMzioni ausiliari per la determinazione 
della incognita «, conducono immediatamente ad esprimere il valore di 
« come una funzione intera di a; non dovendo che eliminarsi le r — 1 
potenze di a, che Ggurano ne’ coefficienti di ii, riguardale come inco- 
gnite a primo grado. E chiaro che l'equazione risultante è lineare ri- 
spetto ad «i c mentre il coefficiente di questa incognita 6 indipendente 
da a, il termine indipendente da u è una funziono intera di a, la quale 
inoltre è di grado inferiore a quello di F{<i); e generalmente di grado 
r — 1. In somma per la eliminazione delle delle potenze si ottiene un’e- 
quazione della forma: 



Mu=/i,a' , 



dove i coefficienti M, A,, A,,..., A^, sono quantità date, che non dipen- 
dono da a; e dalla quale risulta senza più il valore di ii espresso come 
una funzione intera di o, che in generale è di grado r — 1. 

Si potrebbe subito raggiungere l’espressione di questa funzione intera 
di a per mezzo di determinanti. In fatti messo por compendio: 



M = I a P J * 
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srgue dal sisloma (III) 

„ _ .1, i * V ■ ^ f (o) 

' ». V. ■ ?.(o) 

7_. • ^r-.fr-A<*) 

' Il valore elle risulta per ti dall' esposto procedimento , essendo una 
funzione intera di a, di grado inferiore a quello dell'equazione F(a)=0, 
6 necessariamente unico e determinato. Osserveremo intanto che le ri- 
duzioni a doversi operare sulle equazioni (llj col mezzo della detta equa- 
zione potrebbero benissimo limitarsi ai soli coelficicnti di u, lasciando 
come si trovano i secondi membri; e quindi , seguendo in tutto il resto 
lo stesso metodo di poc’anzi, si perverrebbe ancora ad esprimere il va- 
lore di ti come una funzione intera di a. Questa nuova espressione di n, 
essendo di grado superiore ad r — I , è, nella forma, diversa dalla pre- 
cedente; ma , ridotta al grado conveniente col mezzo della solita divi- 
sione per F(«), dovrà coincidere con la stessa espressione di prima. 

Se si tratta di trasformare la frazione , le equazioni ausiliari di- 
vengono semplicemente: 

(« o' ' -t-> )u=l 

)u = a 

(«.I»"’ -l-P.o"" )u=<i* 



c quindi si avrebbe; 

A V . f 1 . 

». ?. V. 'f. a 

». ?. 7. • a* 

».— 1 . 7,-. ^r—t a 

rappresentando M lo stesso determinante considerato più sopra. 
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Del rimancnlo bisogna osservare che la trasrormazione della frazione 
^ può farsi immediatamente dipendere da quella tutto riducen- 
dosi a moltiplicare per ^{a) la trasformata intera equivalente aU’uItima 
frazione. 

Per applicare ad un esempio i procedimenti esposti ccrclieremo l'e- 
spressione intera di ti equivalente alla frazione: 

f(a) a'+3o‘ — 5o’-l-t1a’ — 2o — 1 

f(òj ~ 2o*-i-7o-2 ’ 

nella ipotesi clic a debba vcrilìcare l’equazione di 3° grado: 

F(a)=a’-2a*+3a— 1=0 . 

Dividendo i due termini della frazione per F(a), si hanno i due residui 
a* — 3a-t-l ed a' — a-(-l , e la frazione si riduce ad; 

a*_3oH-l 

'*= — i . > 

a* — a 4-1 

donde, libei'aiido da’ fratti, si lia la prima delle equazioni ausiliari: 

(0* — o-t-l)« = o* — 3o-f-l . 

Dovendo farsi sparire dal coefficiente di u le due potenze a’, ed a, sono 
necessarie altro due equazioni, lo quali si ottengono moltiplicando la 
prima per a*, c poi riduccndo i due membri con dividerli per F(a). Le 
tre equazioni ausiliari saranno cosi le seguenti: 

(o* — o -i-l)u= a* — 3o-r-l 

(o* — 2a-t-l)u= — a’ — 2o-t-l 
( — 2o- 4-1)«=. — 4a*-i-4a — 1 ; 

e più non resta che ad eliminare da'coelficicnti di ii le due potenze a’ ed 
a; il che può farsi in varii modi. Por esempio, eliminando a* tra i coef- 
ficienti di H delle duo prime equazioni, si avrebbe: 

a«=2a* — a; 

ed ora eliminando a tra i coefficienti di u di questa equazione e della 
terza , verrà : 

u=2a— 1 . 

Merita di essere avvertito che spesso si può giungere al valore di ii. 
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senza impiegare tulle le equazioni ausiliari. Cosi nell' esempio attuale 
potevano bastare le solo due prime; perché, deduccndosi da esse l'equa- 
zione flii=2a’ — 0 , questa porge senza più il valore di u col dividere i 
due membri per a. Anzi la terza essa sola poteva essere sufiìeiente, dap- 
poiché é riducibile alla forma; 

(2a — 1)ii=^(2a — 1)*, 

c riproduce il già trovato valore di u, dividendola per 2« — 1. 

Se la trasformazione della data frazione volesse farsi dipendere da 
quella di: 

L — 1 — _ — 

^(o) — 2a"-t-7a — 2 a" — a ' 

le equazioni ausiliari per la determinazione di e sarebbero: 

(a* — a = 1 

(a’— 2a-4-l)u = a 
( — 2a-i-l)t' = o" ; 

quindi, eliminando da'coeincicnti di v le potenze a* ed a, si troverebbe: 
v=o* — 2o-t-2 ; 

c perciò moltiplicando per a’ — 3a-t-t , verrebbe; 

o — 3a -4— 1 ...a A /V. 

it= - r = (“ — 3« -t-l)(a — 2a-t-2) , 

o*— a + 1 ' ' 

vale a dire, effettuando il prodotto: 

» = a* — 5o’-i-9o’ — 8a-+-2 . 

Questa espressione di » non coincide con quella trovata più sopra; ma ri- 
ducendola al debito grado col dividerla per K{o), si ritorna ad u=2o — 1. 

Occorrendo di calcolare le funzioni intere equivalenti alle potenze suc- 
cessive di una frazione della forma 7 ^,, non é già necessario di trasfor- 

t(“) 

mare dirctlamcnlc le sue diverse potenze; ma basta trasformare soltanto 
la data frazione , e quindi elevare la trasformala alle indicate potenze. 
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Del rimanente nelle applicazioni è preferibile il seguente procedimento. 

Trovala la trasformata di si eleverà a quadralo e si avrà quella di 

1 . . . 1 

; indi si mollipliclierà questa trasformata per quella di — e si 

avrà la trasformata di 7 ^ ; di nuovo, moltiplicando qucst'ultima scm- 
1 1 

prò per la trasformala di — , si avrà quella di ; e cosi continuando 

si otterranno le trasformate delle potenze di gradi più alti. 

V’ha de' casi in cui riesce agevole di porre in evidenza la legge ond'è 
composta la trasformata di qualunque potenza di una data frazione. Nel 

n“3G è occorso di trasformare la fraziono , nella ipotesi che a 

fosse radice delj’ equazione: 

f.+ 2u,a4-f*.o'=0 . 

Si è ivi osservato che a questa equazione si può dar la forma: 



(Pi-t- !*.«)’ = M . 



ov’è messo per compendio: 



quindi risulta: 
(Vi 



='n‘ 0*1+ (*.**) > 

(*. + (*.<» M 



e nel secondo membro si ha la trasformala intera della frazione propo- 
sta. È ora facilissima cosa di ottenere la trasformata di qualsivoglia po- 
tenza della stessa frazione. In elfetti sia r un numero qualunque intero 
e positivo; si avrà dalla (IV): 

ed in seguilo: 

(f.+(*.or^^ ■ 



Inoltre, moltiplicando tra loro le equazioni (V) e (VI), membro a mem- 
bro, risulta: 

c quindi si vede che la trasformala intera di qualsivoglia potenza della 
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frazione è data dall’una o dall’ altra delle formolo (VI) e iVfl). 

Vogliamo da ultimo far osservare die la trasformazione della frazione 
potrebbe essere operata applicando il procedimento del massimo 

comun divisore ai polinomii {•(a) ed F(o), come può vedersi ncU’algebra 
del Serret nel luogo citalo in nota a piè di pagina al a° 22. Noi però 
non crediamo di dover insistere su questo metodo, essendo assai poco 
opportuno pel calcolo numerico. 



NOTA II. 

t 

Sulle somme delle potenze simili delle radici delle equazioni. 



Sarebbe quasi superfluo di arrestarci sulle somme delle potenze simili 
delle radici dello equazioni algebriche; nulla essendo più comune della 
loro teoria e delle loro proprietà; ma siccome si tratta di elementi es- 
senziali nelle ricerche di cui ci siamo occupati, crediamo opportuno di 
richiamare qualcuna delle formole o de' metodi per ottenere i loro va- 
lori numerici. E dapprima, posta l’equazione di grado m: 



F(x)=x"+a,a>” -i- o__,x + o.=0 , 



nella quale il primo termine ha per coefficiente l'unità, rammenteremo 
che il valore di t, può essere direttamente calcolato col mezzo della nota 
formala di Waring : 






a . . . o 
n«.n« . . liT’ 



dove la somma figurata dal ^ deve estendersi ai sistemi di valori interi 
e positivi (incluso il zero), che verificano l'equazione indeterminata: 

e dove è messo per compendio; 
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Qucsla Ibniioia è inconcludente nel caso di r=0; ma si sa che in questa 
ipotesi si ha s„=m. 

Il valore di s, può ancora farsi dipendere dalle somme di gradi infe- 
riori ad r; a quareffetto si hanno in pronto le formole ben conosciute 
di Nkwton: 

s, + a, = 0 

s, + o,s,-*-2o,=0 

». -I- o.s,-t- o,j,4- 3o, = 0 



»„+ o.»^,-»- o,».._,-t- . . .-t-o... ,»,-t- ma„— 0 
e per qualunque valore di r maggiore di m: 



Si sa del resto che i valori di t„, s,, s,, eie. sono i coefficienti dello 
sviluppo discendente della frazione: 

F'(x) _ mx—'+(m-i)o.a;*’-‘+...-|-o.., _ ». », » 

F(x) x'-i-o.x'’"‘-)-...-t-a„ X X* x’ "‘"''x'* 



sviluppo che può ottenersi mediante la divisione ordinaria. Questa fur- 
mola intanto, mutandovi la x in —, e poi dividendo i due membri per 
.r , diviene : 



J"' (; ) «I -t- (m — l)a ,x 4- ... -I- a ^.x" 

_ __ 



i -(-a,x.-l- o,x*-(- . . . -f-a„x" 



= »,+»,x 4-»,x ■ 






quindi si vede che i valori delle somme s,, etc: sono i coefficienti 

F'(i) 

dello sviluppo ascendente della frazione — -4^ ; e si ha per tal modo un 

xF(|) 

metodo comodissimo per calcolare le dette somme col mezzo della di- 
visione. 

Ma per lo stesso oggetto troviamo indicato dal chiarissimo Professore 
Bella viTis un procedimento molto più semplice e rapido: procedimento 
immediatamente dichiarato dalle formolo di Newton. Supponiamo che 
Si tratti di calcolare le somme delle potenze simili delle radici dell’e- 
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quazione di 5" grado scritta nella parte supcriore del quadro seguente: 
x'— 3x*-t-2x'-t-5a:*— 4x — 2 =0 





3 


— 3 








5 


— 0 


4 




8, = — 


C 


— 15 


G 


15 


$^ = — 


27 


18 


10 


15 —16 


«, = — 


72 


81 


— 12 


Cs> 

1 

IO 

o 


«,= — 


100 


216 


— 54 


— 30 — 20 — 6 


8,= — 


53 


318 


—144 


—135 24 -IO 


Sa- 


203 


159 


—212 


— 300^ 108 12 


dici 




ctc: 




ctc: ctc; 



Si cominccrà dal moltiplicare ordinatamente i cooflìcienti dell'equazione, 
da quello del 2° termine , pc'numeri successivi 1, 2, 3, 4, ctc: , ed i pro- 
dotti si scriveranno in altrettante righe orizzontali, ma per modo da pro- 
cedere diagonalmente, scendendo da sinistra verso la dritta; e cosi nel- 
rcsciiipio si hanno i numeri — 3,4,15, — 16, — 10, che sono gli ultimi 
a dritta delle prime cinque righe orizzontali. Fissati questi numeri, ecco 
come si trovano i valori di s, , s., s, , ctc. Nella prima riga orizzontale, a 
sinistra del numero che già vi si trova scritto, si ripeterà lo stesso nume- 
ro, ma col segno contrario, e si ha cosi +3, valore di s, . Indi si mol- 
tiplicherà questo valore di s, pe'cocfiìcienti deirequazione, sempre a co- 
minciare da quello del secondo termine, ed i prodotti si andranno si- 
tuando per ordine nelle lince seguenti, immediatamente al disotto dei 
primi numeri segnati nel quadro, in guisa da procedersi sempre diago- 
nalmente da sinistra a dritta. Per tal modo la seconda riga è completata 
co' due numeri — 9 e 4; la somma algebrica di questi due numeri, presa 
col segno contrario , darà +5 per valore di Operando con questo va- 
lore di s, come si è fatto con quelle di s,, la terza riga si troverà com- 
pletata co' tre numeri — 15, 6, 15, e la loro somma algebrica, presa 
sempre col segno contrario, darà -|-6 per valore di », . Nella stessa ma- 
niera si passerà ai valori di eie. ; ed è manifesto che in tal guisa 
si ha un metodo semplice c rapidissimo pel calcolo delle quantità t,. 
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